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Lahteet

Luentomoniste pohjautuu vahvasti prof. Antti Valmarin
vanhaan luentomonisteeseen Tietorakenteet ja algoritmit.

Useimmmat algoritmit ovat perdisin kirjasta Introduction to
Algorithms; Thomas H. Cormen, Charles E. Leiserson, Ronald L.
Rivest, Clifford Stein.

LisGksi luentomonistetta koottaessa on kdytetty seuraavia
Kirjoja:
o Introduction to The Design & Analysis of Algorithms; Anany
Levitin
e Olioiden ohjelmointi C++:lla; Matti Rintala, Jyke Jokinen

o Tietorakenteet ja Algoritmit; llikka Kokkarinen, Kirsti
Ala-Mutka

e The C++ Standard Library; Nicolai M. Josufttis
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1 Johdanto
MietitGdn ensin hiukan syita fietorakenteiden ja algoritmien

opiskelulle
Algorithms in the world


http://www.ted.com/talks/kevin_slavin_how_algorithms_shape_our_world.html
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1.1 Miksi?

Mitkd ovat sinun eldmadadsi eniten vaikuttavat algoritmit?

-~

Picture: Chris Watt
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Tietokoneohjelmia ei ole olemassa ilman algoritmeja
e algoritmeihin tormdaadt esimerkiksi seuraavissa sovelluksissa:
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aina, kun kaytat tietokonetta, kaytat myos algoritmeja.
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1.2 Kaikki pennilla?
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Due to an outside glitch, several British merchants on Amazon found their good were selling for
just a penny last week. (Stephen Hilger/Bloomberg Mews)

Via: The Washington Post
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Tietorakenteita tarvitaan ohjelmissa kasiteltavan tiedon
tallettamiseen ja sen kasittelyn mahdollistamiseen ja
helpottamiseen

e fietorakenteita on monia eivatkd ne kaikki sovi kaikkiin
filanteisiin
= ohjelmoijan pitdd osata valita tilanteeseen sopivin
= vaihtoehtojen kayftaytyminen, vahvuudet ja heikkoudet
on tunnettava

Modernit ohjelmointikielet tarjoavat valmiina helppokdyttdisia
fietorakenteita. Naiden ominaisuuksien seka kayttoon
vaikuttavien rgjoifteiden tuntemiseksi farvitaan
perustietorakenneosaamista
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Kuinka moni on turhautunut ohjelman tai esimerkiksi kdnnykan
hitauteen?

e foiminnallisuus on toki ensisijaisen tarkedd kaikille ohjelmille,
mutta tehokkuus ei ole merkitykseton sivuseikka

e ON tarkedd huomioida ja miettia ratkaisujaan myos ajan- ja
muistinkayton kannalta

¢ valmiin kirjaston kayttd nayttad usein suoraviivaisemmalta
kuin onkaan

Naitd asioita kasitelldan talld kurssilla
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2 Kasitteita ja merkintoja

TAssA luvussa esitelladdn kurssilla kaytettavad kasitteistod ja
merkintatapoja.

Luvussa kasitellddn myos pseudokoodiesityksen ja
ohjelmointikielisen koodin eroja. Esimerkkind kaytetadn
jarjestGmisalgoritmia INSERTION-SORT.

12
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2.1 Tavoitteet

Kurssin keskeisend tavoittfeena on antaa opiskelijalle kayttodon
peruskoneisto kuhunkin ohjelmointitentavadn sopivan
ratkaisun valitsemiseen ja omien ratkaisujen fehokkuuden
arvioimiseen karkealla tasolla.

e Kurssilla keskitytadn tilanteeseen sopivan tietorakenteen
valintaan.

e Lisaksi kasitelldan kaytdnnon tilanteissa usein vastaan fulevia
ongelmatyyppeja ja algoritmeja, joilla ne voi ratkaista.
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e Kurssilla keskitytddn IGhinna ns. hyviin algoritmeihin.

e Painotus on siis siind, miten algoritmin ajankulutus kasvaa
syotekoon kasvaessa, eika niinkadn yksityiskohtien
optimoinnissa.
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2.2 Peruskasitteistoa
lietorakenne
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Tapa tallettaa ja jarjestad tietoaq:

e fietoa pystytadn lisGdmadn ja hakemaan algoritmien
avulla.

e Talletettua tietoa voidaan muokata

e fietorakenteita on useamman tasoisia: tietorakenne voi
koostua toisista tietorakenteista

16
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Algoritmi:

Kuva 1: kuva: Aldo Cortesi

17
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e Joukko ohjeita tai askeleita jonkin ongelman ratkaisemiseksi

e Hyvin madritelty laskentamenetelma, joka saa syotteenadn
alkion tai joukon alkioita ja ja tuoftfaa tuloksenaan alkion tai
joukon alkioita

e Tapa tuottaa syotteestd tulos

g HEL 14:00 _ 3°MN  14:35 TKU (eet
Helsinki SUORA LENTO Turku
35min
V4 TKU 22:00 22:35 HEL
Turku SUORA LENTO Helsinki @
v 328 FEuR :
7lisaa T ISt S S B Fly.fi - .
© Lennon tiedot #/lisaa rav3e31 E"i:'; Upi;f:ﬁ; ra\;r(:3 évur: Siirry sivulle
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e Nyvin MAdadritelty =
- jokainen askel on kuvattu niin tarkasti, etta lukija (ihminen
tai kone) osaa suoritffaa sen
- jokainen askel on maaritelty yksikQsitteisesti
- samaft vaatimukset patevat askelten suoritusjarjestykselle
- suorituksen tulee padattya adrellisen askelmadran jalkeen
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Algoritmi ratkaisee jonkin hyvin maadritellyn (laskenta)tehtavan.

e |askentatehtdvd mdadrittelee, missd suhteessa tulosten tulee
olla annettuihin syotteisiin

e esimerkiksi:

- taulukon jarjestaminen
syotteet: jono lukuja aq,as, ..., a,

tulokset: luvut ay, as, ..., a, suuruusjarjestyksessa pienin
ensin

- lenfoyhteyksien etsiminen

syotteet: lentoreittiverkosto eli kaupunkeja joiden
valilld lentoyhteyksia

tulokset: Lenftojen numerot, yhteyden fiedot ja hinta.
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e laskentatehtavan esiinfyma eli insfanssi saadaan antamalla
tehtavan syotteille lailliset arvot

— jarjestamistehtavan instanssiesimerkki: 31, 41, 59, 26, 41, 58

Algoritmi on oikea (correct), jos se pysahtyy ja antaa oikeat
tulokset aina kun sille on annettu laillinen syote.,
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e algoritmin tai laskentatehtGvan maadritelma saa kieltda

osan muodollisesti mahdollisista syotteista

HEL 13:55 5t55m 19:50 TKU B8
S48 Helsinki 2 VAIHT. Turku
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algoritmi voi olla virheellinen kolmella tavalla

- antaa vadardan lopputuloksen
- kaatuu kesken suorituksen
- el koskaan lopeta

virheellinenkin algoritmi on joskus hyvin kayttokelpoinen, jos
virnetineys hallitaan!

- esim. luvun ftestaus alkuluvuksi

23
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Periaafteessa mika tahansa menetelma kelpaa algoritmien
esittmiseen, kunhan tulos on tarkka ja yksikasitteinen.

¢ yleensa algoritmit toteutetaan tietokoneohjelmina tai
laitteistoina

e KAQytANNON toteutuksessa on ofettava huomioon monia
iNSiNOOrindkokohtia
- sopeuttaminen kayttotilanteeseen
- syOtteiden laillisuuden tarkistukset
- virheftilanteiden kasittely
- ohjelmointikielen rajoitukset

- laitteiston ja kielen aiheuttamat nopeus- ja
tarkoituksenmukaisuusnakokohdat

- vliGpidettavyys = modulaarisuus jne.

= algoritmin idea hukkuu helposti toteutusyksityiskohtien
alle
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Talla kurssilla keskitytaddn algoritmien ideoihin ja algoritmit
esitetadn useimmiten pseudokoodina ilman
laillisuustarkistuksia, virneiden kdsittelyd yms.

Otetaan esimerkiksi pienten taulukoiden jarjestGmiseen
soveltuva algoritmi INSERTION-SORT:

p

\/ £
P
o

Kuva 2: kuva: Wikipedia

25
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e periaate:

- toiminnan aikana taulukon alkuo-
sa on jarjestyksessa ja loppuosa e

- osien raja |lahtee liikkeelle paikko-
jen 1ja 2 vdlistd ja etenee askel ker-
rallaan taulukon loppuun

e kullakin siirtoaskeleella etsitddn taulu-
kon alkuosasta kohta, johon loppuo-
san ensimmainen alkio kuuluu

- uudelle alkiolle raivataan tilaa
sirtdmalla isompia alkioita askel
eteenpdin

- lopuksi alkio sijoitetaan paikalleen
ja alkuosaa kasvatetaan pykaldlld
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Kurssilla kaytetylla pseudokoodiesitykselld INSERTION-SORT
nayttaa talta:

INSERTION-SORT(A) (syote saadaan faulukossa A)

1 forj .=2to A.length do (siirretaan osien valista rajaq)

2 key 1= Alj] (otefaan alkuosan uusi alkio kasittelyyn)
3 i=j—1

4 while i > 0 and A[i] > key do(etsitdan uudelle alkiolle oikea paikka)

O Ali + 1] := Ali] (raivataan uudelle alkiolle filaa)

6 i=1i—1

/ Ali + 1] = key (asetefaan uusi alkio oikealle paikalleen)

e for- yms. rakenteellisten lauseiden rajaus osoitetaan
sisennyksilla

o (kommentit) kirjoitetaan sulkuihin kursiivilla

e sijoitusoperaattorina on ;=" (=" on yhtasuuruuden
vertfaaminen)

e > -merkkilld varustettu rivi antfaa ohjeet vapaamuotoisests
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¢ tietueen (tai olion) kenttid osoitetaan pisteen avulla
— esim. opiskelija.nimi, opiskelija.numero

e OSoOittimen x osoittaman tietueen kenttid osoitetaan merkin
— avulla

— esim. x—nimi, T—numero
e cllei toisin sanota, kaikki muuttujat ovat paikallisia

e taulukoilla ja / Tai osoiftfimilla kootun kokonaisuuden nimi
tarkoittaa viitetta ko. kokonaisuuteen

— tuollaiset isommart tietorakenteethan aina kdytannossa
kannaftaa valittaad viiteparametreina

e yksittQisten muuttujien osalta aliohjelmat kayttavat
arvonvalitysté (kuten C++-ohjelmatkin oletuksena)

e 0OS0ifin tai viite voi kohdistua myos ei minnekAddn: NIL
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2.3 Algoritmien toteutuksesta

KAytadnnon toteutuksissa teoriaa fulee osata soveltaa.

Esimerkki: jarjestamisalgoritmin sopeuttaminen
kayttotilanteeseen.

e Narvoin jarjestetadn pelkkid lukuja; yleensa jarjestetadn
fietueita, joissa on
- avain (key)
- oheisdataa (saftellite data)
e AOvain MAArad jarjestyksen
= sita kaytetddn vertailuissa

e Ooheisdataa ei kayteta vertailuissa, mutta sitd on siirrelfava
samalla kuin avaintakin
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Edellisessd kappaleessa esitelty INSERTION-SORTISSO muuttuisi
seuraavalla tavalla, jos siihen lisattdisi oneisdata:

1 forj .=2to A.length do

2 temp = Alj]

3 i=j—1

4 while i > 0 and Ali].key > temp.key do
S) Ali + 1] = Al

6 i=1—1

/ Ali + 1] = temp

¢ jOs oheisdataa on paljon, kannattaa jarjestad taulukollinen
osoiftimia tietueisiin ja siirtdd lopuksi tietueet suoraan
paikoilleen
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Jotfta tulokseksi saataisi ajokelpoinen ohjelma, joka tfoteuttaa
INSERTION-SORT:N tarvitaan vield paljon enemman.

e tQytyy ottaa kayttdon oikea ohjelmointikieli muuttujien
maarittelyineen ja aliohjelmineen

e tarvitaan paaohjelma, joka hoitaa syoftteenluvun ja sen
laillisuuden futkimisen ja vastauksen tulostamisen

- on tavallista, ettd padohjelma on selvasti algoritmia
pidempi
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Ohjelmointikieli mMaarada usein myos muita asioita, esim:
¢ [Indeksointi alkaa 0:sta (pseudokoodissa usein 1:5tQ)
o KOytetaddnko edes indeksointia (tai taulukoita, tai...)

o (C++) Onko data oikeasti tietorakenteen sisdssq, vai
osoittimen pddssd (jolloin dataa ei tarvitse siirtdd ja sen
jakaminen on helpompaaq)

e JOs dataan viitataan epdsuorasti muualta, tapahtuuko se

- Osoittimella

- Alyosoittimella (esim. shared_ptr)

- [feraattorilla (jos data tietorakenteessa)

- Indeksilld (jos data vektorissa tms.)

- Hakuavaimella (jos data tietorakenteessa, josta haku
nopeaaq)

e Toteutetaanko rekursio iteroinnilla vai ei (riippuu Myaos
ongelmasta)

e Ovatko algoritmin "parametrit’oikeasti parametreja, vai vain
muuttujia tms.
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Otetaan esimerkiksi edelld kuvatun ohjelman toteutus C++:lla:

#include <iostream>
#include <vector>
typedef std::vector<int> Taulukko;

void insertionSort( Taulukko & A ) {
int key = 0; int 1 = O;
for( Taulukko::size_type j
key = A.at(j); i = j-1;
while( 1 >= 0 && A.at(i) > key ) {
A.at(i+1) = A.at(i); --1i;
¥
A.at(i+l) = key;

1; j < A.size(); ++j ) {

}
¥

int main() {
unsigned 1int 1;
// haetaan jarjestettdvien maara
std::cout << "Anna taulukon koko O...: "; std::cin >> 1;
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Taulukko A(i); // luodaan taulukko

// luetaan jarjestettavat

for( i =0; 1 < A.size(); ++i ) {
std::cout << "Anna A[" << i+l << "]: "
std::cin >> A.at(i);

¥

insertionSort( A ); // jarjestetaan

// tulostetaan siististi
for( i =0; 1 < A.size(); ++i ) {
if(1i%5==0)
std::cout << std::endl;

}
else {
std::cout << " ";
}
std::cout << A.at(i);

¥

std::cout << std::endl;

34
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Ohjelmakoodi on huomattavasti pseudokoodia pidempi ja
algoritmille ominaisten asioiden hahmottaminen on siita paljon
vaikeampaa.

Tama kurssi keskittyy algoritmien ja tietorakenteiden
periaatteisiin, jofen ohjelmakoodi ei palvele tarkoituksiamme.

= Tasta eteenpdin toteutuksia ohjelmointikielilld ei juurikaan
esitetq.
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4 Tehokkuus ja algoritmien suunnittelu

TassA luvussa pohditaan tehokkuuden kasitetta ja esitelldan
kurssilla kaytetty kertaluokkanotaatio, jolla kuvataan
algoritmin asympfoottista kayttaytymistd eli tapaaq, jolla
algoritmin resurssien kulutus muuttuu syotekoon kasvaessa.
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4.1 Kertaluokat

Algoritmin analysoinnilla farkoitetaan sen kuluttamien
resurssien maardn arvioimista

Tyypillisesti analysoidaan sybtekoon kasvun vaikutusta
algoritmin resurssien kulutukseen

Useimmiten meitd kiinnostaa algoritmin ajankayton kasvu
syOfteen koon kasvaessa

- Voimme siis tarkastella ajankayttod irrallaan
toteutusympdristosta

— Itse asiassa voimme kuvata periaatteessa minkd tahansa
perdkkaisia operaatioita sisalfavan toiminnan
gjankulutusta

53
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- Algoritmin ajankaytto:
Algoritmin suoriftamien "askelten” suorituskertojen maara

— Askel:
syoOtekoosta riippumattoman operaation viema aika.

- Emme valita siitd, kuinka monta kertaa jokin operaatio
suoritetaan kunhan se tehddadn vain vakiomadard kertoja.

— Tutkimme kuinka monta kertaa algoritmin suorituksen
aikana kukin rivi suoritetaan ja laskemme nadma maadrat
yhteen.
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- Yksinkertaistamme viela tulosta poistamalla mahdolliset
vakiokertfoimet ja alemman asteen termit.

= Nain voidaan tehdd, koska syotekoon kasvaessa
riittQvasti alemman asteen tfermit kayvat
merkityksettomiksi korkeimman asteen termin rinnalla.

= Menetelma ei luonnollisestikaan anna luotettavia
tuloksia pienilla syoteaineistoilla, mutta niilld ohjelmat ovat
tyypillisesti riittadvan tehokkaita joka tapauksessa.

- Kutsumme nadin saatua fulosta algoritmin ajan kulutuksen
kertaluokaksi, jota merkitaddn kreikkalaisella kirjaimella ©
(Gdnnetaan “theeta”).

f(n)=23n*+2n+15= f € O(n?

f(n) = %nlgnwLn = f € O(nlgn)
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Esimerkki 1: tfaulukon alkioiden summaus

1 for::=1to A.length do
2 summa = summa + Ali

—jos taulukon A pituus (syotekoko) on n, rivi 1 suoritetaan n
+ 1 kertaa

—rivi 2 suoritetaan n kertaa
— gjankulutus kasvaa siis n:n kasvaessa seuraavalla tavalla:

n Qika =2n + 1
] 3

10 21

100 20T

1000 | 2001

10000 | 20001

= n:N arvo hallitsee ajankulutusta
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- suoritamme edelld sovitut yksinkertaistukset: poistamme
vakiokertfoimen ja alemman asteen tfermin:

fn)=2n+1=n
= saamme ftulokseksi ©(n)

= kulutettu aika riippuu lineaarisesti syotteen koosta

57
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Esimerkki 2: alkion etfsintd jarjestmattomastd tfaulukosta

1 for::=1to A.length do
2 if Ali] = key then
3 return ;

- tAssa tapauksessa suoritusaika riippuu syoteaineiston
koon lisaksi sen koostumuksesta eli siitd, mistd kohtaa

taulukkoa haluttu alkio 1bytyy

— On tutkittava erikseen:
paras,
huonoin ja
keskimaadrainen tapaus

58
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— paras fapaus:

10

8

15

6

Key

10

Kuva 6: Etsintd: paras tapaus, 16ytyy ensimmadisestd alkiosta

= adlkio lIoytyy vakiogjassa eli ajankulutus on ©(1)

59
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- huonoin tapaus

Key

10 8 15 6 1 5
N A~

Kuva 7: Etsinté: huonoin tapaus, 16ytyy viimeisestd tai ei ollenkaan

rivi 1 suoritetaan n + 1 kertaa ja rivi 2 n kertaa
= suoritusaika on lineaarinen eli 6(n).

60
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- keskimadrdinen tapaus:
taytyy tehdd jonkinlainen oletus tyypillisestd eli
keskimdadrdisesta aineistosta:

» alkio on tfaulukossa fodenndkoisyydelld p (0 < p < 1)
«» ensimmainen haettu alkio [6ytyy taulukon jokaisesta
kohdasta samalla todenndkdisyydelld

- voimme laskea suoraan todenndakoisyyslaskennan avulla,
kuinka monta vertailua keskimdaarin joudutaan tekemdadn
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- todenndkaoisyys sille, etta alkio ei loydy taulukostaon 1 - p
= joudutaan tekemadn n vertailua (huonoin tapaus)

- fodenndkaisyys sille, etta alkio [Oytyy kohdasta i, on p/n
= joudutaan tekemaadn ¢ vertailua

- odotusarvoinen tarvittavien vertailuien madara saadaan
siis seuraavasti:

[1-%+2-%+--°+i°%-~-+n-§]+n-(1—p)



COMRCS.300 Tietorakenteet ja algoritmit 1 63

- oletamme, ettd alkio varmasti [oytyy faulukosta elip = 1,
saamme fulokseksi (n+1)/2 eli ©(n)
= koska myos tapaus, jossa alkio ei Ioydy taulukosta, on
agjankaytoltddan lineaarinen, voimme olla varsin
luottavaisia sen suhteen, ettd keskimadrdinen gjankaytto
on kertaluokassa ©(n)

- kannattaa kuitenkin muistaa, ettd [dheskdan aina kaikki
syOtfteet eivat ole yhtd todenndkdisia

= jokaista fapausta on syyta tutkia erikseen
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Esimerkki 3: kahden taulukon yhteisen alkion etsinta

1 for::=1to A.length do

2 for j .= 1to B.length do
3 if Ali{] = B|j] then

4 return A]

—rivi 1 suoritetaan 1 .. (n + 1) kertaa
—rivi 2 suoritetaan 1 .. (n - (n + 1)) kertaa
—rivi 3 suoritetaan 1 .. (n - n) kertaa

—rivi 4 suoritetaan korkeintaan kerran

64
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- nopeimmillaan algoritmi on siis silloin kun Molempien
taulukoiden ensimmainen alkio on sama

= parhaan tapauksen ajoaika on O(1)

- pahimmassa tapauksessa faulukoissa ei ole ainuffakaan
yhteista alkiota tai ainoastaan viimeiset alkiot ovat samat

= 1alloin suoritusajaksi tulee nelidllinen el
2n* 4+ 2n + 1 = O(n?)

- keskimadrin voidaan oleftaa, ettd molempia taulukoita
joudutaan kadymdadan |api noin puoleen vdaliin

= 1allGin suoritusajaksi tulee ©(n?)
(fai ©(nm) mikdli taulukot ovat eri mittaisia)
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Palataan INSERTION-SORTIIN. Sen ajankaAytto:

INSERTION-SORT( A ) (syote saadaan faulukossa A)

1 forj:=2to A.length do (siirretadan osien valista rajaa)

2 key = Al j ] (otefaan alkuosan uusi alkio kasittelyyn)
3 i=j—1

4 while i > 0 and A[ i | > key do  (efsifaan uudelle alkiolle oikea paikka)

O Ali+1]=A]1i] (raivataan uudelle alkiolle filaa)

6 1:=1—1

/ Ali+1]:= key (asetefaan uusi alki o oikealle paikalleen)

—rivi 1 suoritetaan n kertaa

- rivit 2 ja 3 suoritetaan n - 1 kertaa

—rivi 4 suoritetaan vahintGdnn - 1, enint@dn @2 +3+4 + - --
+ n - 2) kertaa

- rivit 5 ja 6 suoritetaan vahintddn O, enintddn (1 +2+3 + 4
+ ... +n-3) kertaa
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- parhaassa tapauksessa, kun taulukko on valmiiksi

jarjestyksessq, koko algoritmi siis kulutfaa vahintfadn O(n)
aikaa

- huonoimmassa tfapauksessa, kun taulukko on
k&dnteisessd jarjestyksessd, aikaa taas kuluu O(n?)

- keskimadrdisen tapauksen selvittdminen on jalleen
vaikeampaaq:

» oletamme, ettd satunnaisessa jarjestyksessa olevassa
tfaulukossa olevista elementtipareista puolet ovat
keskenddn epqjarjestyksessq.

= vertailuja joudutaan tekemdadn puolet vahemman
kuin pahimmassa tapauksessa, jossa kaikki
elementtiparit ovat keskenddn vaarassa jarjestyksessa

= keskimadrdinen ajankulutus on pahimman

tapauksen gjankdaytto jaettuna kahdella: ((n - 1)n)/ 4 =
O(n?)
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3.3 Suunnitteluperiaate: Hajota ja hallitse

Suunnitteluperiaate hajota ja hallitse on todenndkoisesti
periaatteista kuuluisin,

Se toimii useiden tfunnettujen tehokkaiden algoritmien
periaatteena

Perusideaq:

e ongelma jaetaan alkuperdisen kaltaisiksi, mutta
pienemmiksi osaongelmiksi.

e pienet osaongelmart ratkaistaan suoraviivaisest
e suuremmat osaongelmart jaetaan edelleen pienempiin osiin

e lopuksi osaongelmien ratkaisut kootaan alkuperdisen
ongelman ratkaisuksi
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Hajota ja hallitse on usein rekursiivinen rakenteeltaan: algoritmi
kutsuu itseadn osaongelmille

Pienten osaongelmien ratkaisemiseksi voidaan myaos
hyodyntaad toista algoritmia
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3.4 QUICKSORT

Ongelman jakaminen pienemmiksi osaongelmiksi
e Valitaan jokin taulukon alkioista jakoalkioksi eli pivof-alkioksi.

e Muutetaan taulukon alkioiden jarjestysta siten, ettd kaikki
jakoalkiota pienemmat tai yntasuuret alkiot ovat taulukossa
ennen jakoalkiota ja suuremmart alkiot sijaitsevat jakoalkion
jalkeen.

e Jatketaan alku ja loppuosien jakamista pienemmiksi, kunnes
ollaan pddsty 0:n tai 1:n kokoisiin osataulukoihin.
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QUICKSORT-algoritmi
QUICKSORT( A, left, right )

1 ifleft < right then (friviaalitapaukselle ei tehdd mitadan)
2 p = PARTITION( A, left, right ) (muutfen jaetaan alkuosaan ja loppuosaan)
3 QUICKSORT( A,left,p—1) (drestetaan jakoalkiota pienemmar)
4 QUICKSORT( A, p+ 1,right ) (arestetaan jakoalkiota suuremmar)

10 4 2 6 39 3 14 8 5

4 2 3 3 9 10 14 8 6
PIENEMMAT PIVOT SUUREMMAT
2 3 4 & 10 14 8 5

Kuva 3: Jako pienempiin ja suurempiin
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Pienet osaongelmat:
e O0:n tai 1:n kokoiset osataulukot ovat valmiiksi jarjestyksessa.

Jarjestyksessa olevien osataulukoiden yhdistdminen:

e Kun alkuosa ja loppuosa on jarjestetty on koko
(osa)taulukko automaattisesti jarjestyksessa.

- kaikki alkuosan alkiothan ovat loppuosan alkioita
pienempid, kuten pitaddkin

Ositus- eli partitiointialgoritmi jakaa taulukon paikallaan
vaaditulla tavalla.

PARTITION( A, left,right )

1 p:=A[right] (ofetaan pivotiksi vimeinen alkio)

2 i:=left—1 (merkitaan i:lIa pienten puolen loppuaq)

3 forj:=lefttoright —1 do (kayddaadn Iapi toiseksi viimeiseen alkioon asti)

4 ifA[j]<p (os A| j| kuuluu pienten puolelle...)

) i=1+1 (... kasvatefaan pienten puolta...)

6 exchange Al i | < Al 5] (.. ja siiretaan A[j] sinne)

/ exchange A[i+ 1]« Al right | (sjoifefaan pivot pienten ja isojen puolten valiin)
8 returni+1 (palautetfaan pivot-alkion sijainti)
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3.5 MERGESORT

Erinomainen esimerkki hajota ja hallitse -periaatteesta on
MERGE-SORT jarjestamisalgoritmi:

1. Taulukko jaetaan kahteen osaan A[l..|n/2]] ja A[|[n/2] + 1..n].
2. Jarjestetddn puolikkaat rekursiivisesti

3. Limitetddn jarjestetyt puolikkaat jarjestetyksi tfaulukoksi
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e MERGE-SORT -ALGORITMI

MERGE-SORT( A, left, right )

1 ifleft < right then (Jos taulukossa on alkioita...)

2 mid = |( left + right )/2| (... Jaetaan se kahtia)

3 MERGE-SORT( A, left, mid ) (jarjestetaan alkuosa...)

4 MERGE-SORT( A, mid + 1,right ) (... jJa loppuosa)

5 MERGE( A, left, mid, right ) (limitetaan osaft siten, etta jarjestys sailyy)
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Hajota:

586 10112 2543116

S

58 6 10 1 12 2543

1 16

5 86 10 1 12

| N

3116

Il

2 54
112 5 4
5 4

% dw b

116

1 16

Kuva 4: Jako osaongelmiin
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Hallitse:

NN/

6 8 10]] 1 12

N/

4 5 3 1 16

VARV

\/\/

6 8 1 10 12

4 5 | 13 16

N/

1568 10 12

123 4516

o~

11234556 8 10 12 16

Kuva 5: Osaongelmien ratkaisujen limitys
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Eli:
— jaetaan jarjestettava taulukko kah-
feen osaan

- jatketaan edelleen osien jakamista
kahtia, kunnes osataulukot ovat O tai
1 alkion kokoisia

- 0ja 1 kokoiset taulukot ovat valmiiksi
jarjestyksessa eivatkd vaadi mitaddn
tfoimenpiteitd

- lopuksi yhdistetddn jarjestyksessa
olevat osataulukot limittdmalla

- huomaa, ettd rekursiivinen algorit-

mi ei tfoimi kuvan tavalla molemmat
puolet rinnakkain

(00)

(00)

(00)

(00)

o -0 O (@) (0))

oo

o+ O (@) (0))

OO0 O1] O] O1

)

)

(0))

(00

W=+-W=-W W w w

&)

(0))

%

— ] —h g —h

w

(&)

(0))

(0))
oo
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50

- limityksen suorittava MERGE-algoritmi:

MERGE( A, left, mid, right )
for i :=left to right do
Bli]:=A|1]
1= left
g =left; k:i=mid+ 1

it B j] < B[ k] then

Ali]=BlJ]
7:=9+1
Q else
10 Ali] =Bl k]
11 ki=k+1

12 =1+ 1

13 if j > mid then

14 k:=0

15 else

16 k = mid — right

(kaydadn koko alue lapi...)

(... Ja kopioidaan se aputaulukkoon)
(asefetaan ¢ osoiffamaan valmiin osan loppuaq)
(asefefaan j ja k osoittamaan osien alkuja)

(jos alkuosan ensimmainen alkio on pienempi...)
(... Sijoitetaan se tulostaulukkoon...)

(... ja siirretdan alkuosan alkukohtaaq)

(muuten...)

(... sijoitetaan loppuosan alkio tulostaulukkoon...)
(... ja siirretaan loppuosan alkukohtaa)
(siirretaan myos valmiin osan alkukohtaa)

]
2
3
4
5 while j < mid and k < right do (kadyddan IGpi, kunnes jompikumpi osa loppuu)
6
7
8

17 for j:=ito right do (siirretadn loput alkiot valmiin osan loppuun)

18 A[j]:=B[j+k]

MERGE limittdd tfaulukot kayttaen “pala kerrallaan”

-meneteimdad.
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Tuottaako hagjota ja hallitse tfehokkaamman ratkaisun kuin
pala kerrallaan?

Ei aina, mutta tfarkastellaksemme tilannetta tarkemmin,
meiddn taytyy tutustua algoritmin analyysiin

51
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5 Kertaluokkamerkinnat

TAssA luvussa kasitellddn asymptoottisessa analyysissa
kaytettyjd matemaattisia merkintatapoja

MAadritellddn tarkemmin 6, sekd kaksi muuta saman sukuista
merkintdd O ja (.

75
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5.1 Asymptoottinen aika-analyysi

Edellisessa luvussa yksinkertaistimme suoritusajan lauseketta
melkoisesti:

¢ jOtimme jdljelle ainoastaan eniten merkitsevan termin
e pOistimme sen edestd vakiokertoimen

= kuvastavat algoritmin kayttaytymista, kun syotekoko kasvaa
kohti adretontd

e Siis kuvaavat asymptooftista suorituskykyd

= antavat kayttokelpoista tietoa vain jotain rajaa suuremmilla
syotteilla
e fodettiin, ettd usein raja on varsin alhaalla

= O- yms. merkintdjen mukaan nopein on myos
kAytannossa nopein, paitsi aivan pienilla syotteilla
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©-merkinta

c,8(1)

f(n)
c;18(n)

Kuva 8: ©-merkint&
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eli matemaattisesti
e olkoon g(n) funkfio luvuilta luvuille

O(g(n)) on niiden funktioiden f(n) joukko, joille on
olemassa positiiviset vakiof c;, ¢y ja ng siten, etffta aina
kun n > ng, NiiN

0<ei-g(n) < fln) < es-g(n)
- O(g(n)) on joukko funktioita

= fulisi kirjoittaa esim. f(n) € ©(g(n)) = ohjelmistotieteessa
vakiinfunut kaytanto kuitenkin on kayttad = -merkintad
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Funktion f(n) kuuluvuuden kertaluokkaan ©(g(n)), voi siis
todistaa etsimalld jotkin arvot vakioille ¢4, ¢ ja ny ja
osoittamalla, ettd funktion arvo pysyy n:n arvoilla ny:sta alkaen
arvojen cig(n) ja ceg(n) vdalilla (eli suurempana tai yhtasuurena
kuin c1g(n) ja pienempanad tai yhtasuurena, kuin cyg(n)).

Esimerkki: 3n* + 5n — 20 = ©(n?)
e valitaadn ¢; =3, =4 jAng =4

o ) <3n?<3n?+5n—20 < 4n? kunn > 4, koska silloin
0<5n—20<n?

e VNta hyvin olisi voitu valita ¢; = 2, ¢y = 6 ja nyg = 7 tai
¢ = 0,0001, o = 1000 ja ny = 1000

e 1Grkedd on vain, ettd voidaan valita jotkut positiiviset, endot
tfayttavart ¢, ¢ ja ng
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Tarked tulos: jos a; > 0, niin
apn® 4+ ap_n" 4+ an® + an + ag = @(nk)

¢ tOISiN sanoen, jos polynomin eniten merkitsevan termin
kerroin on positiivinen, ©-merkintd sallii kaikkien muiden
termien sekd e.m. kertoimen abstrahoinnin pois

Vakiofunktiolle pdtee ¢ = 6(n") = 6(1)
e O(1) el kerro, minka muuttujan suhteen funktioita
tarkastellaan

= sita saa kayttad vain kun muuttuja on asiayhteyden
vuoksi selva = yleensd algoritmien tapauksessa on
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O-merkinta

c g(n)
f(n)

Kuva 9: O-merkint&
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O-merkintd on muuten samanlainen kuin ©-merkintd, mutta se
rajaa funktion ainoastaan ylhaalta.

= asymptoofttfinen ylaraja
Mdadaritelma:
O(g(n)) on niiden funktioiden f(n) joukko, joille on

olemassa positiiviset vakiot ¢ ja ng siten, etta aina kun
n > ng, NiiN

0< f(n) <c-g(n)
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* pafee: jos f(n) = O(g(n)), Niin f(n) = O(g(n))
e pdinvastainen ei aina pade: n* = O(n?), mutta n? # 6(n?)
o tarked tulos: jos & < m, niin n* = O(n™)

e jos hitaimman fapauksen suoritusaika on O(g(n)), NiiN
jokaisen tapauksen suoritusaika on O(g(n))

83
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Usein algoritmin hitaimman (ja samalla jokaisen) fapauksen
suoritusajalle saadaan pelkdlla vilkaisulla jokin O-merkinndlla
iimoitettava ylargja.

Usein vain ylaraja onkin kiinnostava
= O-merkinndlld on suuri kaytdnnodn merkitys

84
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Esimerkki: INSERTION-SORT

rivi kerta-aika
for j .= 210 A.length do O(n)
key 1= Alj o)
i=7—1 . 0(1)
while i > 0 and A[i] > key do O(n)
Ali + 1] = Ali] - 0)
ii=1—1 - -0
Ali + 1] := key - 0(1)

Jolloin pahimmalle tapaukselle saadaan suoritusaika
O(n)-O(n)-O(1) = O(n?)
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(-merkinta (Gannetadn “iso oomega”)

f(n)
c g(n)

Kuva 10: Q-merkint&
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(-merkintG on muuten taysin samanlainen kuin ©-merkinta,
muftta se rajaa funktion vain alhaalta.

= asymptoofttinen alaragja
MAadadritelma:

Q(g(n)) on niiden funkfioiden f(n) joukko, joille on
olemassa positiiviset vakiot ¢ ja ng siten, etta aina kun
n > ng, NiiN

0<c-g(n) < f(n)

87
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e mAaritelmistd seuraa tarkead tulos:
f(n) = ©(g(n)) jos ja vain jos f(n) = O(g(n)) ja f(n) = Q(g(n)).
e jOos nopeimman tapauksen suoritusaika on Q(g(n)), Niin
jokaisen tapauksen suoritusaika on Q(g(n))

Kaytanndn hyotyad Q-merkinndstd on IGhinnad tilanteissa, joissa
jonkin ratkaisuvaintoehdon parhaan fapauksenkin tehokkuus
on epatyydyttava, jolloin ratkaisu voidaan hylatd valittomasti.
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Merkintojen keskindiset suhteet

f(n) =Q(g(n)) ja f(n) = O(g(n)) <= f(n)=0O(g(n))

Kertaluokkamerkinnoill on samankaltaisia ominaisuuksia kuin
lukujen vertailuilla:

f(n)=0(g(n)
f(n)=06(g(n)
f(n) =Q(g(n)

Eli, jos f(n):n korkeimman asteen fermi, josta on poistettu
vakiokerroin < g(n): n vastaava, f(n) = O(g(n)) jne.

Yksi merkittava ero: reaadliluvuille pdtee aina tasan yksi
kaavoista a < b, a = b ja a > b, mutta vastaava ei pade
kertaluokkamerkinnaille.

= Kaikkia funkfioita ei pysty mielekkadlla tavalla vertaamaan
toisiinsa kertaluokkamerkintdjen avulla (esim. n ja nttsnn),
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Hieman yksinkertaisten:

e Jos algoritmi on Q2(g(n)), sen resurssien kulutus on ainakin
kertaluokassa g(n).

- vrt, kirja maksaa ainakin noin kympin.

e Jos algoritmi on O(g(n)). sen resurssien kulutus on
korkeintaan kertaluokassa g(n).

- vrt, kirja maksaa korkeintaan noin kympin.

e Jos algoritmi on B(g(n)), sen resurssien kulutus on aina
kertaluokassa g(n).

- vrt. kirja maksaa suunnilleen kympin.

90
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Kaikkien algoritmien kaikkien tapausten suoritusajalle ei
valttamatta voida antaa mitadn ratkaisua ©-notaatiolla.

Esimerkkind Insertion-Sort:
e paras tapaus on Q(n), mutta ei Q(n?)

e pahin fapaus on O(n?), mutta ei O(n)
= kaikille fapauksille yhteistd ©-arvoa ei voida maarittad
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EsimerkKi

Otetaan funktio f(n) = 3n? + 5n + 2.

Suoritetaan sille aiemmin sovitut
vksinkertaistukset:

e dlemman asteen termit pois

e vakiokertoimet pois

= f(n) = O(n?)

Vakuuttuaksemme asiasta etsim-
me kertoimet ¢; ja cs:

32 <3n?2+5m+2<4n? kunn > 6
= ¢1 = 3, ¢o = 4]A ny = 6 foimivat
= f(n) = O(n?) ja Qn?)

= f(n) = ©(n?)

800

700
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500

400

300

200

100

800
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Selvasti kerroin ¢ = 4 toimii myos
kun g(n) = n?, sill& kun n > 6, n° > n?
= f(n) = O0(n)

e sama pdatee kun g(n) = nt...

Ja alapuolella kerroin ¢; = 3 tfoimii

mMyOs kun g(n) = nlgn, silld kun n >

6,n°>nlgn

= f(n) =Q(nlgn)

e sama patee kun g(n) = n fai
g(n) =lgn

800

Q3
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5.2 Suorituskykykasitteita

TAhAn mennessa algoritmien suorituskykyd on arvioitu Iahinnd
suoritusajan ndkokulmasta. Muitakin vaintoehtoja kuitenkin on:

¢ \oidaan mitata myos esimerkiksi muistinkulutusta tai
kaistanleveyttad.

LisGksi kGytaGnndssa tulee ottaa huomioon ainakin seuraavat
seikat:

e Milld mittayksikolld resurssien kulutusta mitataan?
e Miten sybtekoko mdadritellddn?

e Mitataanko huonoimman, parhaan vai keskimadardisen
tapauksen resurssien kulutusta?

e Millaiset sydtekoot tulevat kysymykseen?

e RiiftOAkO kertaluokkamerkintdjen tarkkuus vai tarvitaanko
tarkempaa tietoa?
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Ajoajan mittayksik 6t

Valittaessa ajogjan mittayksikkOa “askelta” pyritddn yleensa
mahdollisimman koneriippumattomaan ratkaisuun:

e Todelliset aikayksikot kuten sekunti eivat siis kelpaa.
o Vakiokertoimet kQyvat merkityksettomiksi.
= Jaljelle jad kertaluokkamerkintdjen tarkkuustaso.

= askeleeksi voidaan katsoa mikd tahansa enintddn
vakiogjan vieva operaatio.

¢ \akioaikaiseksi tulkitaan mikd tfahansa operaatio, jonka
ajankulutus on riippumaton syotekoosta.

e TAllOIN on olemassa jokin syotteen koosta riipppumaton
aikamdaarqg, jota operaation kesto ei milloinkaan ylita.

e YksittQisia askeleita ovat esimerkiksi yksittaisen muuttujan
sijoifus, If-lauseen ehdon testaus efc.

e Askeleen rgjauksen kanssa ei tarvitse olla kovin tarkka, koska
O(1) + O(1) = 6(1).
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Muistin kayton mittayksik 6t

Tarkkoja yksikoita ovat ldhes aina bitti, tavu (8 biftid) ja sana
(Jos sen pituus tunnetaan).

Eri tyyppien muistin kGyttod on usein funnettu, joskin se
vaihtelee vahan eri tietokoneiden ja kielten valilla.

e kokonaisluku on yleensda 16 tai 32 bittia

e merkki on yleensa 1 tavu = 8 bittid

e 0soitin on yleensd 4 tavua = 32 bittia

e taulukko A[l...n] on usein n - <alkion koko>

= Tarkka muistin kayton arvioiminen on usein mahdollista,
joskin huolellisuutta vaativaa.
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Kertaluokkamerkinnat ovat katevia silloin, kun tarkka tavujen
laskeminen ei ole vaivan arvoista.

Jos algoritmi sdilyttad yhtdaikaa koko syoteaineiston, niin
arvioinnissa kannattaa eroftaa sybteaineiston kuluttama muisti
nMuusta muistin tarpeesta.

e O(1) lisGmuistin tarve vs. B(n) lisGmuistin farve

e Kannattaa kuitenkin huomarta, ettd esimerkiksi merkkijonon
etfsinta syotetiedostosta ei talleta yhtaaikaa koko
syoteaineistoqa, vaan selaa sen Iapi.
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6 Pikalqgijittelu ja satunnaistaminen

MERGE-SORTIlla osaongelmiin jako oli helppoa ja ratkaisujen
yhdistGmisessd ndhtiin paljon tyota.

Tutustutaan seuraavaksi keskimaarin erittdin nopeaan
jarjestGmisalgoritmiin QUICKSORT, jossa Tyo tehdddn
jakovaiheessa.

QUICKSORTIN kautta kohdataan uusi suunnitteluperiaate:
safunnaistaminen.
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6.1 QUICKSORT

Ongelman jakaminen pienemmiksi osaongelmiksi
e Valitaan jokin taulukon alkioista jakoalkioksi eli pivof-alkioksi.

e Muutetaan taulukon alkioiden jarjestysta siten, ettd kaikki
jakoalkiota pienemmat tai yntasuuret alkiot ovat taulukossa
ennen jakoalkiota ja suuremmart alkiot sijaitsevat jakoalkion
jalkeen.

e Jatketaan alku ja loppuosien jakamista pienemmiksi, kunnes
ollaan pddsty 0:n tai 1:n kokoisiin osataulukoihin.
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Kertaus: QUICKSORT-algoritmi
QUICKSORT( A, left,right )

1 ifleft < right then (friviaalitapaukselle ei tehdd mitadan)
2 p = PARTITION( A, left, right ) (muutfen jaetaan alkuosaan ja loppuosaan)
3 QUICKSORT( A,left,p—1) (drestetaan jakoalkiota pienemmar)
4 QUICKSORT( A, p+ 1,right ) (arestetaan jakoalkiota suuremmar)

10 4 2 6 39 3 14 8 5

4 2 3 3 9 10 14 8 6
PIENEMMAT PIVOT SUUREMMAT
2 3 4 & 10 14 8 5

Kuva 11: Jako pienempiin ja suurempiin
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Pienet osaongelmat:
e O0:n tai 1:n kokoiset osataulukot ovat valmiiksi jarjestyksessa.

Jarjestyksessa olevien osataulukoiden yhdistdminen:

e Kun alkuosa ja loppuosa on jarjestetty on koko
(osa)taulukko automaattisesti jarjestyksessa.

- kaikki alkuosan alkiothan ovat loppuosan alkioita
pienempiq, kuten pitaddkin

Ositus- eli partitiointialgoritmi jakaa taulukon paikallaan
vaaditulla tavalla.

PARTITION( A, left,right )

1 p:= Al right] (ofetaan pivotiksi vimeinen alkio)

2 i:=left—1 (merkitaan i:lla pienten puolen loppuaq)

3 forj:=lefttoright —1 do (kayddaan Iapi foiseksi viimeiseen alkioon asti)

4 if A[j] <p gos A[ j] kuuluu pienten puolelle...)

5 =141 (... kasvatetaan pienfen puolta...)

6 exchange Ali | < A|j] (.. jasiiretdan Alj] sinne)

7/ exchange Al[i+ 1]« Al right | (sjoifefaan pivof pienten ja isojen puolten valiin)
8 returni+1 (palautefaan pivot-alkion sijainti)
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Kuinka nopeasti PARTITION toimii?
e For-siimukka tekee n - 1 kierrosta, kun n on right - left
e Kaikki muut operaatiot ovat vakioaikaisia.

= Sen suoritusaika on O(n).

Kuten MERGE-SORTIilla QUICKSORTIN analyysi ei ole yht&
suoraviivainen rekursion vUoksi
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e Koska PARTITIONIA ja rekursiivista kutsua lukuunoftamatta
kaikki QUICKSORTIN operaatiot ovat vakioaikaisia,
keskitymme tarkastelemaan PARTITIONIN instanssien
kAyttdmaa aikaaq.,
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e Kokonaisaika on edellisen kuvan esittdman puun solmujen
aikojen summa.

o | kokoiselle taulukolle suoritus on vakioaikaista.

e Muille suoritus on lineaarista osataulukon kokoon ndhden.
= Kokonaisaika on siis ©(solmujen numeroiden summa).



COMRCS.300 Tietorakenteet ja algoritmit 1

Pahimman tfapauksen suoritusaika

e Solmun numero on aina pienempi kuin isadsolmun
numero, koska jakoalkio on jo oikealla paikallaan,
eikd se kuulu kumpaankaan jarjestettavadn osao-
tfaulukkoon

= puUUssa Voi siis olla kerroksia enintddn n kappa-
letta

e pahin tapaus realisoituu, kun jakoalkioksi valitaan
aina pienin tai suurin alkio

- nAdin fapahtuu esimerkiksi valmiiksi jarjestetylla
tfaulukolla

e solmujen numeroiden summaonn+n-1+--- +2
+ 1

= QUICKSORTIN suoritusaika on O(n?)
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Paras tapaus realisoituu kun taulukko jokautuu aina tasan.

e Alla oleva kuva nayttad kuinka osataulukoiden koot
pienenevar.

- harmaat ruudut ovat jo oikealla paikallaan olevia alkioita
¢ Jokaisella tasolla tehtava tyo on kertaluokassa O(n).

- tastd saamme pessimistisen arvion suorituspuun
korkeudelle parhaassa tapauksessa = O(lgn)

= Parhaan tapauksen suoritusajan ylaraja on O(nlgn).

O(n) ] -
o) ] i [
O(n) [ [ [ [ [ [ [

[

o) [T ITMITHITHITHITRITE NN NN NNACNEN DENAEN DAERRR
om) NN NN NN NN NNNNNNNNNNNNNNN
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QUICKSORTIN kohdalla parhaan ja huonoimman tapauksen
suoritusajat eroavat toisistaan selvasti.

e Olisi mielenkiintoista tietdd keskimadrdinen suoritusaika.

e Sen analysoiminen menee tadman kurssin tavoiftteiden
ulkopuolelle, mutta on osoitettu, efta jos aineisto on
tasgjakautunutta, keskimdadrdinen suoritusaika on O(nlgn).

o Keskimaadrdinen suoritusaika on siis varsin hyva.
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QUICKSORTIIN liitftyy kuitenkin se kiusallinen seikka, etta sen
pahimman tapauksen suoritus on hidasta ja sen esiintyminen
on kaytannossa varsin fodenndkoistad.

e On helppoa kuvitella tilanteita, joissa aineisto on jo
jarjestyksessa tai melkein jarjestyksessa.

= Tarvitaan keino, jolla pahimman fapauksen systemaattisen
esiintymisen riskiad saadaan pienennettyq.

Satunnaistaminen on osoittautunut 1&ss& varsin tehokkaaksi.
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QUICKSORTIN etuja ja haittoja

Etuja:

e jGrjestdd taulukon keskimdadrin erittdin fehokkaasti
— gjoaika on keskim@arin ©(nlgn)
- vakiokerroin on pieni

e farvitsee vain vakiomaardn lisdmuistia

e sopii hyvin virtuaalimuistiymnparistoon

e kKQyTtad tehokkaasti valimuistia

Haiftoja:
e gjoaika on hitaimmillaan ©(n?)

¢ hitaimman tapauksen tuottava syote on kiusallisen
favallinen ilman satunnaistamista

e rekursiivisuus
= tarvitsee lisdmuistia pinolle
e cpAvakaus
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7/ C++:n standardikirjasto

TAssA luvussa kasitellddn C++:n standardikirjaston
tietorakenteita ja algoritmeja.

Tarkoituksena on kdasitelld sellaisia asioita, joinin fulee kiinnittad
huomiota, jotta kirjastoa tulisi kayttaneeksi
tarkoituksenmukaisesti ja fehokkaasti.
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7.1 Yleista C++:n standardikirjastosta

Standardikirjasto standardoitiin C++-kielen mukana syksylla
1998, ja sitd on jonkin verran lagjennettu myohemmissa
versioissa. Uusin standardiversio on C++17 vuodelta 2017.

Kirjasto sisaltad tarkeimmat perustietorakenteet ja algoritmit.
e Useimmart tGman aineiston alkupuolen tietorakenteet ja
algoritmit mukana muodossa tai toisessa
Rajapinnat ovat harkittuja, joustavia, geneerisia ja
tyyppiturvallisia.

Rajapintojen tarjoamien operaatioiden tehokkuudet on
ilmaistu O-merkinnalla.

Kirjaston geneerisyys on toteutettu kadnnosaikaisella
mekanismilla: C++:n malli (template)
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Tietorakennekurssin kannalta kiinnostavin standardikirjaston
elementti on ns. STL (Standard Template Library): sdiliof eli
kijaston tarjoamat fietorakenteet, geneeriset algoritmit sekd
iteraattorit, joiden avulla sdilididen alkioita kdsitellGdn.

ALGORITMI

SAILIO 3
SAILIO 1

SAILIO 2

Kuva 12: STL:n osaset

C++11:n mukana tulleet lambdart ovat myds keskeisia
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7.2 lteraattorit

Kaikki standardikirjaston fietora-
kenteet nayttaytyvat meille var-
sin samanlaisina mustina laati-
koing, joista oikeastaan tieddm-
me ainoastaan, ettd ne sisalta-
vat tallettamiamme alkioita ja
ettd ne toteuttavat fietyt rgja-
pintafunktiof.,

Pystymme kdasittelemadn sdilioi-
den sisAltda ainoastaan Noi-
den rajapintafunktioiden sekd
iteraaftorien avulla.
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Séilié

Alkio1

Alkio2

Alkio3| | Alkio4

Alkio5

lteraattori

lukeminen <~

muuttaminen

lteraattori

lteraattori
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lteraattorit ovat kahvoja tai “kifanmerkkeja” tietorakenteen
alkioinhin.
e kukin iteraattori osoittaa joko fietorakenteen alkuun,
loppuun tai kahden alkion vdliin.

e sdilididen rajapinnassa on yleensa funktiot begin() ja end(),
jotka palauttavat sdilion alkuun ja loppuun osoiftavat
iteraattorit

e iteraattorin IGpi pddsee kdsiksi sen oikealla puolella olevaan
alkioon, paitsi jos kysymyksessaQ on kadanteisiteraaftfori
(reverse iterator), joilloin sen |api kasitellddn
vasemmanpuoleista alkiota

e kOdAnfteisiteraattorille myos siirto-operaatiot tfoimivan
kadnteisesti, esimerkiksi ++ siirtad iteraattoria pykaldn
vasemmalle

e begin():4d ja end():d vastaavat kddnteisiteraattorit saa
rbegin():lla ja rend():llG
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e Nimensd mukaisesti iteraattoria voi siirtad sailion sisalld, ja
sen avulla sdilion voi kaydd Idpi

e iferaattorin avulla voi lukea ja kirjoitffaa

e sQiliooON lisattavien ja siitd poistettavien alkioiden sijainti
yleensd ilmaistaan iteraattoreiden avulla

Kullakin sdilidolld on oma iteraattorityyppinsa.

e cri sAiliot tarjoavat erilaisia mahdollisuuksia siirtad
Itferaatforia nopeasti paikasta toiseen (vrt. faulukon/listan
mielivaltaisen alkion lukeminen)

e suunnitteluperiaatteena on ollut, etta kaikkien iteraattoreille
tehtdvien operaatioiden fulee onnistua vakiogjassa, jotta
geneeriset algoritmit foimisivat luvatulla fehokkuudella
riippumatta siitd mikd iteraattori niille annetaan

e iteraattorit voidaan jakaa kategoriolhin sen mukaan,
millaisia vakioaikaisia operaatioita ne pystyvat tarjoamaan
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Syofttoiteraattorin (input itera-
tor) avulla voi vain lukea al-
kioita, mutta ei muuttaa niitd

e iferaattorin osoittaman al-
kion arvon voi lukea (*p)

e iferaattorin osoiffaman al-
kion kentdn voi lukea ftai
kufsua sen jasenfunktiota
(Po->)

e iferaatftoria voi siirtdd as-
keleen eteenpdin (++p tai
O++)

e iferaatftoreita voi sijoiffaa
ja vertailla toisiinsa (p=q,
P==q, p!=)

syottoiteraattori
input iterator
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* (luku), ==, 1=, ++, =, —>

tulostusiteraattori
output iterator

* (kirjoitus), ==, !=, ++, =, —>

eteenpdin—iteraattori
forward iterator

* (luku/kirjoitus)

‘f

kaksisuuntainen iteraattori
bidirectional iterator

list
/ set
émultiset

ZT

%map
multimap

hajasaanti—iteraattori
random access iterator

+=,—=,+, -, []7 <, >, <= >=

Tulostusiteraattfori (output iterator) on kuten syottoiteraattori,
mutta sen avulla voi vain muuttaa alkioita. (*p=x)
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Eteenpain-iteraattori (forward iterator) on yhdistelma syotto- ja
tulostusiteraattorien rajapinnoista.

Kaksisuuntainen iteraattori (bidirectional iterator) osaa lisQksi
siirtyd yhden askeleen kerrallaan faaksepain. (--p tai p--)

Hajasaanti-iteraatfori (random access iterator) on kuin
kaksisuuntainen iteraattori, mutta sita voi lisaksi siirfad
mielivaltaisen madrdn eteen- tai faaksepdadin.

e iteraattoria voi siirfdd n askelta eteen- tai taaksepdin (p+=n,
P-=N, g=p+Nn, g=p-N)

e iteraattorista n:n alkion pddssa olevan alkion pystyy
lukemaan ja sita pystyy muokkaamaan (p(n))

e kahden iteraattorin vdlisen etdisyyden pystyy selvittdmadn
(P-9)
e iteraattoreiden keskindistd suuruusjarjestysta voi vertailla,

iteraaftori on toista “pienempi”, jos sen paikka on sAiliossa
ennen tatd (p<q, p<=q, P>qg, P>=9)
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[feraattorit ovat osoitinabstraktio — Iteraattorien
operaatioiden syntaksi muistuttaa selvasti C++:n
osoifinsyntaksia.

Iteraattorit saadaan ofettua kayttdon komennolla
#include <iterator>

Oikean tyyppinen iteraattori saadaan luotua esimerkiksi
seuraavalla syntaksilla.

sallio<talletettava tyyppi>::iterator p;

lteraattoreiden kanssa avainsana auto on kaAyttokelpoinen:
auto p = begin( s&dilio );
// — std::vector<std::string>::iterator

Sailidinin fehtavat poistot ja lisdykset saattavat mitatdida
sQilidon jo osoittavia iteraattoreita.

e oMminaisuus on sdilid-kohtainen, joten sen yksityiskohdat
kasitellddn sdilididen yhteydessa
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Tavallisten iteraattorien lisdksi STL tarjoaa joukon
Iteraattorisovittimia.

¢ nilden avulla voidaan muunnella geneeristen algoritmien
tfoiminnallisuutta

e edelld mainitut kadnfteisiteraafttorit (reverse iterator) ovat
iferaattorisovittimia

e [isaysiteraattorit (insert iterator/inserter) ovat tarkeita
Iteraattorisovittimia.

— ne ovat tulostusiteraattoreita, jotka lisddvat alkioita
halutulle paikalle sqilidon kopioimisen sijasta

- sAilidon alkuun lisdavan iteraattorin saa funktiokutsulla
front_inserter(sQilid)

- sdilion loppuun lisGdvan iteraattorin saa funktiokutsulla
back_inserter(sqilid)

- annetun iteraattorin kohdalle lisaddvan iteraattorin saa
funktiokutsulla inserter(sailio, paikka)
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e Vvirfaiteraaftorit (stfream iterator) ovat syotto- ja
tulostusiteraattoreita, jotka kayttavat sdilididen sijaista C++:n
fiedostovirtoja

— cin Virrasta haluttua tyyppid lukevan syottoiteraattorin
saa syntaksilla istream_iterator<tyyppi> (cin)

- cout Virtaan haluttua tyyppid pilkuilla erotefttuna
fulostavan fulostusiteraattorin saa syntaksilla
ostream_iterator<tyyppi> (cout, ’,)

e siirfoiteraafttforit (move iterator) muuttavat alkion kopioinnin
iteraattorin avulla alkion siirtGmiseksi.
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7.3 Sailiot

Standardikirjaston sdiliot kuuluvat paasadntoisesti kahteen
kategoriaan ragjapintojensa puolesta:

e sarjaf (sequence)
— alkioita pystyy hakemaan niiden jarjestysnumeron
perusteella

- alkioita pystyy lisGdmaan ja poistamaan halutusta
kohdasta

— alkioita pystyy selaamaan jarjestyksessa
e gssosiatiiviset sqiliot (associative container)

- alkiof sijoitetaan sailidon avaimen madradmadn kohtaan
- talletettavien alkioiden avainten arvoja pitadd pystya
vertaamaan foisiinsa olefusarvoisesti operaattorilla <
jarjestetyissa sailidissa
¢ Rajapintojen tarjoamista jasenfunktiosta ndkee, mika sailidon
mielekds kayttotarkoitus on
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Kirjaston sailiot;

Sailidtyyppi

Kirjasto

Sarjat

array
vector

deque

list
(forward_list)

Assosiatiiviset

map
set

Jarjestamattomat

assosiatiiviset

unordered_map
unordered_set

Sdilidsovittimet

queue
stack
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SAiliot noudattavat arvon valitysta.

e sQilio ottaa talletettavasta datasta kopion

e 3Qili© palauttaa kopioita sisalfdmastadn tiedosta

= sdilidn ulkopuolella tehtavat muutokset eivat vaikuta
sailion sisaltdmMadn dataan

e kaikilla sdilidinin talletettavilla alkioilla tulee olla
kopiorakentqja ja sijoitusoperaattori.

- perustyypellla sellaiset ovat valmiina

e itse madriteltyd tyyppid olevat alkiot kannattaa tallettaa
osoiffimen padhdan

- NAINhan kannafttaisi tfehda tehokkuussyista joka
fapauksessa
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o C++11 tarjoaa katevan tydkalun muistinnhallinnan
helpottamiseksi shared_pointer filanteissa, joissa useampi
tfaho tarvitsee resurssia

- sisAltad sisdanrakennetun viitelaskurin ja tuhoaa alkion
kun viitelaskuri nollautuu

- deleted ei tarvitse eikd saakaan kutsua

—|luominen: auto pi = std::make_shared<0lio>(params);

- NAppAra erityisesti jos halutaan tehdd kahden avaimen
mukaan jarjestetty tietorakenne:
« sijoitetaan oheisdata shared_pointerin pAAnAN

* Sjjoitfetaan osoittimet kahteen eri sailiodn kahden eri
avaimen mukaan
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Sarjat:
Taulukko array<tyyppi> on vakiokokoinen taulukko.

e Luodaan std: :array<tyyppi, koko>a = {arvo, arvo,...J};

¢ Indeksointi jasenfunktiolla .at () tai []-operaatiolla.
Funktioilla front () ja back() voidaan kdasitelld ensimmaistd ja
viimeista alkiota.

e Tarjoaa iteraattorit ja kddnteisiteraattorit
e empty (), size() JO max_size()

e Funkfion data() avulla padstadn suoraan kasiksi sisallG
olevaan tfaulukkoon

Taulukon operaatiot ovat vakioaikaisia, mufta £i11 () ja swap()
ovat O(n)
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Vektori vector<tyyppi> on lopustaan joustavarajainen taulukko
e luOdAAN vector<int> v {arvo, arvo, ...};
o VVakioaikainen indeksointi .at (), [1 sekd (tasatusti)

vakioaikainen lisQys push_back () ja poisto pop_back () vektorin
lopussa

e alkion lisGdminen muuadlle insert ():illd ja poistaminen
erase:lla on lineaarista, O(n)

e emplace_back(args) ; rakentaa alkion suoraan vektoriin

o \Vektorin kokoa voi kasvattaa funktiolla
.resize(koko, alkuarvo);
- alkuarvo on vapaaehtoinen
- tarvittaessa vektori varaa lisdd muistia automaattisesti
- muistia voi varata myos ennakkoon:
.reserve (koko), .capacity ()
e iteraattorien mitatditymista tapahntuu seuraavissa tilanteissa

- mikdli vectorille ei ole etukateen varattu riittaGvaa tilaa, voi
mMika tahansa lisdys aiheuttaa kaikkien iteraattoreiden
mitatoitymisen
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- poistot aiheuttavat mitatoitymisen ainoastaan
poistopaikan jalkeen tuleville iteraattoreille

— lisdykset keskelle aiheuttavat aina lisdyspaikan jalkeen
tulevien iteraatftoreiden mitatoitymisen

e vector<bool>:lle on mdadritelty erikoistoteutus, joka poikkeaa
siitd mita yleinen toteutus tekisi muistinkdyton tehostamiseksi

- tavoite: mahdollistaa 1 bitti / alkio, kun tavallinen toteutus
luultavasti veisi 1 tavu / alkio eli 8 bittid / alkio
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Pakka deque<tyyppi> on molemmista padistaan avoin faulukko
¢ luodaan deque<tyyppi> d {arvo, arvo, arvo...J};

e Rajapinta vektorin kanssa yhtenevad, mutta tarjoaa
tehokkaan (O(1) tasattu suoritusaika) lisdyksen ja poiston
molemmissa paissQ: .push_front(alkio),
.emplace_front(args), .pop_front()

e iteraattorien mitatoitymista tapantuu seuraavissa tilanteissa

- kaikki lisGykset voivat mitatoidd iteraattorit

- poistot keskelle mitatdivat kaikki iteraattorit

- kaikki paitsi pdihin kohdistuvat lisdys- ja poisto-operaatiot
voivat mitatoida viitteet ja osoittimet
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Lista on sdilio, joka tukee kaksisuuntaista iterointia
¢ luodaan list<tyyppi> 1 {arvo, arvo, arvo };

e lisQys ja poisto kaikkialla vakioaikaista,
indeksointioperaatiota ei ole
e lisQys ja poisto eivat mitatdi iteraattoreita ja viitteita (paitsi
fietysti poistettuihin alkioinin)
e |istalla on monenlaisia erikoispalveluja
— .splice(paikka, toinen_lista) SiirtQd foisen listan nykyisen
osaksi paikan eteen, O(1).

— .splice(paikka, lista, alkio) SiirtGda alkion toisesta tai
samassta listfasta paikan eteen, O(1).

— .splice(paikka, lista, alku, loppu) Siirt@d valin alkiot
paikan eteen, O(1) tai lineaarinen

— .merge(toinen_lista) JO .sort (), vakaaq, keskimaadrin
O(nlogn)

- .reverse(), lineaarinen
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Assosiatiiviset sdiliot:
JOUkKO set<tyyppi> JO monijoukko multiset<tyyppi> ONn
dynaaminen joukko, josta voi

e ctsiq, lisatd ja poistaa logaritmisessa ajassa

e selata suuruusjarjestyksessa tasatussa vakioajassa siten ettd
IGpikaynti alusta loppuun on aina lineaarinen operaatio

\\ n”

¢ alkioilla on oltava suuruusjarjestys "<

e vOi mMAdritelld erikseen joko osana tyyppid tai rakentajan
parametrina

e futkii yhtGsuuruuden kaavalla —(z<y vV y<x) = <
maariteltava jarkevasti ja tfehokkaaksi

Monijoukossa sama alkio voi olla moneen kertaan, joukossa e
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Luodaan std: :set<tyyppi> s {arvo, arvo, arvo...};

¢ alkion arvon muuttaminen on pyritty estGmadn
- sen sijjaan pitdd poistaa vanha alkio ja lisatd uusi
e Mielenkiintoisia operaatioita:
- .find(alkio) eftsii alkion (monijoukolle ensimmadisen
monesta), tai palauttaa .end () jollei |6Gydd
— .lower_bound(alkio) eftsii ensimmadisen, joka on > alkio
— .upper_bound(alkio) etsii ensimmdisen, joka on > alkio

- .equal_range(alkio) palauttaa
make_pair( .lower_bound(alkio), .upper_bound(alkio) ),
mutta selvidd yhdelld etsinndlla (joukolle ko. valin leveys
onOtai 1)

- joukoille insert palauttaa parin (paikka, lisattiin), koska
alkiota ei saa lisatd, jos se on jo joukossa

e standardi lupaaq, etta iteraattorit eivat vanhene lisayksessa
ja poistossa (paitsi tietysti poistettuinin alkioihin kohdistuneet)
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Kuvaus map<avaimen_tyyppi, alkion_tyyppi> JO monikuvaus
multimap<avaimen_tyyppil, alkion_tyyppi>

e alkiot avain-oheisdatapareja

— parin tyyppi on pair<tyyppil, tyyppi2>
- parin voi tfenda funkfiolla make_pair:illa
— parin kentdt saa operaatioilla . first(), .second()

e luodaan
std: :map m<avain_tyyppi, alkio_tyyppi> m {{avainl, arvol},
{avain2, arvo2}, avain3, arvo3},...};
esim.
std: :map<std::string,int> anim { {"bear",4}, {"giraffe", 62},
{"tiger",7} };

e map:id vOI poikkeuksellisesti indeksoida avaimen avulla
O(logn)

- Jos avainta ei I6ydy, lisdd arvoparin avain-arvo
rakenteeseen

e Nytkadan iteraattorit eivat vanhene lisdyksessd ja poistossa
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Hajautustaulu, Unordered set/multiset, joka sisalfad joukon
alkioita ja unordered map/multimap, joka sisalfdd joukon
alkioita, jotka assosioidaan avainarvojoukolle.

e UNnordered map/set muistuttavat rajapinnalfaan mapia ja
sefia

o TGrkeimmat erot:

— alkiot eivat ole jarjestyksessa (unordered)
- lisQys, poisto ja etfsintd ovat keskimdaarin vakioaikaisia ja
pahimmassa tapauksessa lineaarisia

- tarjoavat hajautuksen kannalta olennaisia funktioita,
kuten rehash (koko), load_factor (), hash_function() jO
bucket_size().
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e hajautustalun kokoa kasvatetaan automaattisesti, jotta
lokeroiden keskimadrdinen tayttoaste saadaan pidettyd
sovitun rajan alapuolella

- hajautustaulun koon muuttaminen (rehashing) on
keskimadrin lineaarinen pahimmillaan nelidllinen
operaatio

- koon muuttaminen mitatdi kaikki iteraattorit, muttei
osoittimia eikd viitteita

146
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LisGksi Standardikirjastosta 10ytyy joitakin muita sQilioita:

Bittivektori bitset<bittien maira>
e #include<bitset>

e tarkoitettu kiinfedn kokoisten binddristen bittisarjojen
kdsittelyyn

o tarjoaa tyypillisid bin&drisid operaatioita (AND, OR, XOR,
NOT)

Merkkijonot string
e #include<string>

e vaikka C++:n merkkijonot on optimoitu muuhun
tarkoitukseen eikd niitd yleensa gjatella sdilidoind, ne ovat

muun lisaksi sAiliditakin
e sQilovat merkkejd, mutta saadaan sailomadn muutakin

e Niilld on mm. iteraaftorit, [...1, .at(...), .size(), .capacity()
ja swap

e merkkijonot voivat kasvaa hyvin suuriksi ja varaavat
tfarvittaessa automaattisesti lisGd muistia
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e merkkijjonojen muokkausoperaatioiden (katenointi, poisto)
kanssa kannatftaa olla varovainen, koska niissa suoritetaan
muistinvarausta ja kopiointia, minkd vuoksi ne ovat pitkille
merkkijonoille varsin raskaita

e Usein on muutenkin jarkevadad sijoittfaa merkkijonot esimerkiksi
osoittimen pAadhdan sijoitettaessa niitd sdilidinin, jottei niitd
tfurnaan kopioitaisi

e samasta syysta merkkijonot tulee valittaad viiteparametreina

Sailididen lisdksi STL tarjoaa joukon sdilidsovittimia, jotka eivat
itsessadn ole sAiliditd, mutta joiden avulla sdilion rajapinnan
saa “sovitettfua toiseen muottin®;
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PINO stack<alkion_tyyppi, sailidn_tyyppi>
e farjoaa normaalien luokka-operaatioiden lisaksi vain
- pino-operaatiot, .push(...), .top(), .popO)
- koon kyselyt .size() ja .empty()
- vertailut "==", <" jne.
e .pop() ei palauta mitaddn, ylimman alkion saa
tarkasteltavaksi . top O):illa
e pinon ylinta alkiota voi muuttaa paikallaan:
pino.top() = 35;
e kurssin kannalta kiinnostavaa on, ettd kayttdja voi valita
tfaulukkoon tai listaan perustuvan toteutuksen
- mikd tahansa sdilid, joka tarjoaad back (), push_back () ja
pop_back () kay, erityisesti vector, 1ist jA deque.
— stack<tyyppi> perus_pino; (deque)
— stack<tyyppi, list<tyyppi> > lista_pino;

149
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JONO queue<alkion_tyyppi, s&ilion_tyyppi>
e jono-operaatiof .push(...), .pop(), .front (), .back()(})

e Mik&a tahansa sailid, joka tarjoaa front (), back(), push_back ()
ja pop_front kaQy

e Muuten kutakuinkin samanlainen kuin pino

Priorifeettijono priority_queue<alkion_tyyppi,sdilion_tyyppi>
e |Ghes taysin samanlainen rajapinta kuin jonolla
e foteutus kekona

e Mika tahansa sdilio, jolla front (), push_back () ja pop_back() ja
hajasaanti-iteraattoreita tukeva kay, erityisesti vector
(oletus) ja deque

e alkioilla eri jarjestys: .top() palauttaa suurimman
e YhtAsuurista palauftfaa minkd vain
e vlinta alkiota ei voi muuttaa top:in avulla paikallaan

e kuten assosiatiivisilla sdilidilld, jarjestdmisperiaatteen voi
antaa <>-parametrina tai rakentajan parametrina (strict
weak ordering)
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1561

fieto- lisQys . alkion |n:salkio |fietyn |suurimman
rakenne loppuun | muualle | poisto | poisto | (indeks.) | efsintd | poisto
array O(n)p

vector O(n) O(n)3

list O(1) O(n)3
deque O(n) O(n)(3
STACK(g

queuey O(1)g

priority O(log n) O(log n) 8]
queuey [10]

set O(logn) | O(logn) O(logn) O(logn) | O(logn)
(mulfiset)

map O(logn) | O(logn) O(logn) (logn) | O(logn)
(multimap)

unordered_ O(n) O O(n)
(multi)set ~ O(1) ~ O(n)
unordered_ O(n) O O(n)
(multmap ~ O(1) 2 O(n)
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1) Vakioaikainen viimeiselle alkiolle, muuten lineaarinen
9 logaritminen jos tietorakenne on jarjestetty, muuten
lineaarinen
3 Vakioaikainen jos tietorakenne on jarjestetty, muuten
lineaarinen
4 vakioaikainen ensimmaiselle alkiolle, muuten lineaarinen
5 ahdollinen vain vimeiselle alkiolle
6 vain alkuun lisddminen on mahdollista

]

]

=

7 vain lopusta poistaminen on mahdollista

g Kysyminen vakiogjassa, poistfaminen logaritmisessa ajassa

9) SQiliosovitin

o) lisQys tapahtuu automaattisesti kekojarjestyksen mukaiselle
paikalle
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/.4 Geneeriset algoritmit

Standardikirjasto tarjoaa useimmat tdhdn mennessa
kasitellyistd algoritmeista.

Algoritmit on kaikki foteutettu funktiomalleina, jotka saavat
kaikki tarvitsemansa tiedon kdsiteltdvista sdilidistG parametrien
avulla.

Algoritmeille ei kuitenkaan koskaan anneta parametrina
kokonaisia sdilioitad vaan ainoastaan iteraattoreita niinin.

e algoritmeilla voidaan kasitelld myos sdilion osia kokonaisten
sailididen sijasta

e algoritmi voi saada parametrinaan iteraattoreita
erityyppisiin sailidinin, jolloin yhdella funktiokutsulla voidaan

yhdistad esimerkiksi vectorin ja listan sisallot ja tallettaa fulos
joukkoon

e algoritmien toimintaa voidaan muuttfaa
Iteraattorisovittimien avulla

e Ohjelmoija voi toteuttaa omiin tietorakenteisiinsa iteraattorit,
jonka jalkeen algoritmit toimivat myos niille
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Kaikkia algoritmeja ei kuitenkaan pystyta suorittamaan kaikille
tietorakenteille tenokkaasti.

= 0sa algoritmeista hyvaksyy parametreikseen vain tietyn
Itferaattorikategorian iteraattoreita.

e TOMA takaa algoritmien tehokkuuden, koska kaikki
iteraaftorin farjoamat operaatiot ovat vakioaikaisia

e jOS iferaattori on vadarad tyyppid, annetaan
kaddnndsaikainen virhe-ilmoitus

= jos algoritmille annetaan tietorakenne, jolle sita ei voida
tfoteuttaa tehokkaasti, se ei edes kadnny

Sstandardikirjaston algoritmit ovat kirjastossa algorithm. LisQKsi
standardi madrittelee C-kielen algoritmikirjaston cstdlib.

jakaa algoritmit kolmee padryhmdadn: muuttamattomart
sarjalliset operaatiot, muuttavart sarjalliset operaatiot ja
jarjestaminen seka siinen liittyvat operaatiot.

Seuraavaksi lyhyt kuvaus joistakin kurssin kannalta
kiinnostavimmista algoritmeista (naiden lisdksi on vield
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runsaasti suoraviivaisia selaamiseen yms. perustuvia
algoritmeja):
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Puolitushaku

e binary_search(eka, loppu, arvo) kertoo onko arvo
jarjestetyssa jononpatkassa

- eka ja loppu ovat iteraattoreita, jotka osoittavat etsittGvan
alueen alkuun ja loppuun, muttei valttGmatta sailion
alkuun ja loppuun

e SOMAA Arvoa Vvoi olla monta perdkkain

= lower_bound Jd upper_bound palauttavat sen alueen rajaf,
jolla on arvod

- alargja on, yldargja ei ole mukana alueessa

e rgjat saa myos pariksi yhdistettynd yhdelld etsinndlla:
equal_range

e vertaa BIN-SEARCH sivu /4
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Jarjestamisalgoritmit
o sort(alku, loppu) jO stable_sort(alku, loppu)

e sortin suoritusaika O(nlogn) jA stable_sortin O(nlogn) jOS
tarpeeksi lis&muistia on saatavilla, muuten O(nlog®n)

e jArjestelyalgoritmit vaativat parametreikseen
hajasaanti-iteraattorit

= eivat toimi listoille, mutta niissd on oma sort (ja
ei-kopioiva merge) jGsenfunktiona

¢ |Oytyy myads jarjestGminen, joka lopettaa, kun halutun
mittainen alkuosa on jarjestyksessq: partial _sort(alku, keski,

loppu)
e lisOksi is_sorted(alku, loppu) jO is_sorted_until(alku, loppu)

nth_element( eka, annas, loppu )
e cfsii alkion, joka jarjestetyssa sdiliossa olisi kohdalla annds
e muistfuttaa algoritmia RANDOMIZED-SELECT
¢ iferaattoreiden tulee olla hajasaanti-iteraattoreita
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Ositus (partitiointi)

e partition(eka, loppu, ehtofunktio) epdvakaaq, erikseen
stable_partition.

e stable_partition(eka, loppu, ehtofunktio) vakaa, mutta
hitaampi ja/tai varaa enemman muistia

e jarjestad valilld eka - loppu olevat alkiot siten, eftd ensin
tulevat alkiot, joille ertofunktio palauttaa true ja sitten, ne
joille se palauttaa false.

e vrt. QUICK-SORTN Yhteudessd esitelty PARTITION
e partition on fehokkuudeltaan lineaarinen
e lisOksi is_partitioned JA partition_point
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merge( alkul , loppul, alku?2, loppu2, maali)

o Algoritmi limittad valien alkul - loppul jA alku? - loppu?2 aAlkiot
ja kopioi ne suuruusjarjestyksessa iteraattorin maali pAAGNhAaN

e algoritmi edellyttaq, efta alkiot yhdistettavilla valeilld ovat
jarjestyksessa

e vertaa sivun 45 MERGE
e algoritmi on lineaarinen

o olku- ja loppu-iteraattorit ovat syottoiteraattoreita ja maali on
fulostusiteraattori

Keot
e STL:sta 1Oytyy myOs vastineet luvun 3.1 kekoalgoritmeille
e push_heap( eka, loppu) HEAP-INSERT

e pop_heap( eka, loppu ) vaihtaa huippualkion vimeiseksi (eli
paikkaan loppu — 1) ja ajad HEAPIFY:n osalle eka . . . loppu — 1

- vrt. HEAP-EXTRACT-MAX
e make_heap( eka, loppu) BUILD-HEAP
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e sort_heap( eka, loppu ) HEAPSORT
e [isSOKSi is_heap ja is_heap_until
¢ iferaattoreiden tulee olla hajasaanti-iteraattoreita

Joukko-operaatiot
e C++:n standardikirjasto sisaltadd 1atd tukevia funktioita
e includes( ekal, loppul, eka2, loppu?2 ) OSQJOUkKkO C
e set_union( ekal, loppul, eka2, loppu?2, tulos ) unioniu
e set_intersection(...) leikkaus N
e set_difference(...) erofus -
e set_symmetric_difference(...)

o olku- ja loppu-iteraattorit ovat syottoiteraattoreita ja tulos on
fulostusiteraattori

find_first_of( ekal, loppul, eka2, loppu?2 )
e lopussa voi lisaksi olla tutkittavia alkioita rajaava enhto
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e ctsii ensimmaisesta jonosta ensimmaisen alkion, joka on
MyOs toisessa jonossa

e jono Vvoi olla taulukko, lista, joukko, . ..

e yksinkertainen toteutus on hitaimmillaan ©(nm), Missa n ja
m Ovdat jonojen pituudet

e foinen jono selataan jokaiselle ensimmaisen jonon alkiolle
— hitain fapaus kun ei 10ydy
= hidasta, jos molemmat jonot pitkia

e foteutus saataisiin yksinkertaiseksi, nopeaksi ja muistia
saastavaksi vaatimalla, eftd jonot ovat jarjestyksessa

HUOM! Mikadn STL:n algoritmi ei automaattisesti fee sdilidihin
lisGyksia eika poistoja, vaan ainoastaan muokkaa olemassa
olevia alkioita.

e esimerkiksi merge ei foimi, jos sille annetaan
tulostusiteraattoriksi iteraattori tyhjan sailion alkuun

e jOs tulostusiteraattorin halutaan tekevan lisQyksid kopioinnin
sijasta, tulee kayttad iteraattorisovitinta lisaysiteraattori
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7.5 Lambdat: () {}

Algoritmikirjaston yhteydessa on paljon tilanteita, joissa on
tarve valittad funktiolle foiminnallisuutta

- esim. find_if, for_each, sort

Lambdat ovat nimettomid, maadrittelemattoman tyyppisia
funktion kaltaisia. Ne ottavat parametreja, palauttavat
paluuarvon ja pystyvat viittfaamaan luontiymparistonsta
muuttujiin sekd muuttamaan niita.

Syntaksi: [ymparisto] (parametrit)->paluutyyppi {runko}

- Jos lambda ei viittaa ympadristoGonsd ymparists on tyhja

— parametrit VOI puuffua

- jos ->paluutyyppiQ €i ole annettu, se on void. Yksittdisestd
return-lauseesta se voidaan paadtelld

—esim. [](int x, int y){ return x+y;}
for_each( v.begin(), v.end(),[] (int val) {cout<<val<<endl;});
std::cin >> raja; //paikallinen muuttuja
std:find_if(v.begin(), v.end(), [rajal (int a){return a<raja;});
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STL:n algoritmeja voi gjatella nimettyind erityissiimukoina,
joiden runko lambda on

bool kaikki = true;
for (auto i : v)

{
if (i%10 1= 0) {
kaikkili = false;
break;
+
b

if (kaikki) {...}

if (std::all_of(v.begin(), v.end(), [](int i){return i%10==0;}){...}
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8.1 Puu

Ennen kuin kaydadn kasiksi kekoon, madritelldan sen tueksi
kdsite puu.

Puu on:
S|sasolmu1a &= juuri

Yo

* lehtia

e rakenne, joka koostuu solmuista, joilla on mielivaltainen
mMaard lapsia.
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e Binadripuussa lasten mAadra on rgjoitettu vdalille 0-2. TAlloin
lapset nimetddn vasen (left) ja oikea (right)

e solmu on lapsiensa isa (parent)

e |apseton solmu on lehti (leaf), ja muut solmut ovat
sisasolmuja (infernal node)

e puussa on korkeintaan yksi solmu, jolla ei ole isdd. IsGton
solmu on puun juuri (roof).

- kaikki muut solmut ovat juuren lapsia, lastenlapsia jne.
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e puun rakenne on rekursiivinen: kunkin solmun jalkelGiset
muodostavat puun alipuun, jonka juuri kyseinen solmu on

LEFT SUBTREE RIGHT SUBTREE

Kuva 13: Bin&ddripuun rekursiivisuus

e puun solmun korkeus (height) on pisimman solmusta



COMRCS.300 Tietorakenteet ja algoritmit 1 172

suoraan alas lehteen vievan polun pituus

- pituus lasketaan kaarien mukaan, jolloin lehden korkeus
on 0O

e puun korkeus on sen juuren korkeus

e pUU on faydellisesti tasapainotettu (completely balanced),
jos sen juuren lasten maaraddmien adlipuiden korkeudet
eroavat toisistaan enintaddn yhdelld, ja alipuut on
taydellisesti tasapainotettu

e n-solmuisen puun korkeus on vahintadn [Ig »n| ja korkeintaan
n - 1 (logaritmin kantaluku riippuu lasten maksimimadrasta)

= O(n) ja Q(lgn)
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Puun solmut voidaan kdsitelld monessa eri jarjestyksessa.

e csijarjestys (preorder) eli ensin kasi-
tellddn juuri, sitten rekursiivisesti lap-

seft.
- kutsu:
PREORDER-TREE-WALK( T .ro00t) o 4_ ]
- esimerkin kasittelyjarjestys on 18, N uJa o
13,8,95,3,6,9, 15, 14, 25, 22, 23,
30, 26, 33, 32, 35
PREORDER-TREE-WALK(x)
if z £ NIL then e@
Iehtla——V

1
2 kasittele alkio x
3 for child in x— children do
4 PREORDER-TREE-WALK( child)
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e valijarjestys (inorder)
- vdlijarjestys koskee 1GhiNNA  bi- sisasoimuja =
ndadripuuta, sind kdasitellddn en- \
sin rekursiivisesti vasen lapsi, sitften
juuri ja lopuksi rekursiivisesti oikea 9
lapsi 509

— esimerkissd1 3, 5,6, 8,9, 13, 14,18, (3)(6) ¢ .2

18, 22,23, 25, 26, 30, 32, 33, 35

INORDER-TREE-WALK(x)
if z £ NIL then
INORDER-TREE-WALK(x—>left)

1

2

3 kasiftele alkio x

4 INORDER-TREE-WALK(z—1ight)

174

@ = juuri
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e jalkijarjestys (postorder), eli ensin
kasitellddn rekursiivisesti lapset, lo-

pUkSi vasta jUUfi sisdsolmuja = < juuri
- esimerkissa 3, 6, 5,9, 8, 14, 15, 13, \ 13)

23, 22,26, 32, 35, 33, 30, 25, 18 @
if z # NIL then @ ia
e G <+« Iehtiéif——V @ @

POSTORDER-TREE-WALK(x

] (z) 5
2 for child in x— children do

3 POSTORDER-TREE-WALK( child)

4 kdasittele alkio x
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Puun IGpikaynnin ajankaytto:

e gjoaika O(n), algoritmit kutsuvat itseddan kahdesti joka
solmussa: kerran vasemmalle ja kerran oikedlle lapselle

e lisGdmuistin farve = a(rekursion maksimisyvyys) = ©(h + 1) =
O(h)
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Tasattu eli amortisoitu ajoaika

Vektori on joustavargjainen taulukko eli sen kokoa
kasvatetaan farvittaessa.

e kun uusi alkio ei endd mahdu taulukkoon, varataan uusi
suurempi ja siirretaddn kaikki alkiot sinne

e Taulukko ei koskaan kutistu
= Mmuistin varaus ei vahene muuten kuin kopioimalla
vektoriin kokonaan uusi sisaltd

= Alkion lisddmisen vectorin loppuun sanottiin olevan tasatusti
(amortisoidusti) vakioaikaista.
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e Amortisoidusti IGhestyttdessa suoritusaikaa tarkastellaan
kokonaisuutena, tfutkitaan operaatiosarjojen suoritusaikaa
yksittQisten operaatioiden sijjaan

- jokaista kallista muistinvarausta vaativaa lisdysoperaatiota
edeltad kallin operaation hinfaan suoraan verrannollinen
MAaard halpoja lisdysoperaatioita

- kalliin operaation kustannus voidaan jakaa tasan halvollle
operaatioille

- talloin halvat operaatiot ovat edelleen vakioaikaisia, tosin
vakiokertoimen verran hitaampia kuin oikeasti

- kallis operaatio voidaan maksaa saastoilla

= kaikki lisGysoperaatiot vektorin loppuun ovat fasatusti
vakioaikaisia
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Tama voidaan todentaa vaikkapa kirjanpito-
menetelmalld:

¢ |[askutetaan jokaisesta lisdyksestd kolme ra-
haa

e vksi rana kaytetddn lisGyksen todellisiin kus-
tfannuksiin

¢ yksi raha laitetaan sadastoon lisatyn alkion ¢
kohdalle

e yksi raha laitetaan s&dstdéodn alkion ¢ — 3 -
vector.capacity() kohdalle

e kun tulee tarve laajentaa taulukkoa, jokai-
sella alkiolla on yksi raha sadstossa, ja kallis
kopiointi voidaan maksaa niilla

2R 2R 2R 2R 2R AR AR |
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6.2 Suunnitteluperiaate: Satunnaistaminen
Safunnaista on erds algoritmien suunnitteluperiaatteista.

e Sen avulla voidaan usein estdd huonoimpien tapausten
patologinen iimeneminen.

e Parhaan ja huonoimman tapauksen suoritusajat eivat
useinkaan muutu, mutta niiden esiintymistodenndkoisuus
kAytannossa laskee.

e Huonot sydtteet ovat tdsmalleen yhtd todenndkadisid kuin
Mitkd tahansa muut syotteet ripppumatta alkuperdisesta
syOtfteiden jokaumasta.

e Satunnaistaminen voidaan suoritffaa joko ennen algoritmin
suoritusta satunnaistamalla sen saama syoteaineisto tai
upoftamalla satunnaistaminen algoritmin sisdlle.

- jalkimmaiselld tavalla padastadn usein parempaan
tulokseen

- usein se on Myos helpompaa kuin syotteen esikdsittely
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e Satunnaistaminen on hyva ratkaisu yleensa silloin, kun

— algoritmi voi jatkaa suoritustaan monella tavalla

- on vaikea arvata etukateen, mika tapa on hyva

— suuri 0sa tavoista on hyvid

- muutama huono arvaus hyvien joukossa ei haiftaa paljoa
e Esimerkiksi QUICKSORT voi valita jakoarvoksi minka tahansa

tfaulukon alkion

- hyvid valintoja ovat kaikki muut, paitsi [dhes pienimmat ja

|Ghes suurimmat faulukossa olevat arvot

- on vaikea arvata valintaa tehdessd, onko ko. arvo Idhes
pienin / suurin

- muutama huono arvaus silloin talldin ei turmele
QUICKSORTIN suorituskykya

= satunnaistaminen sopii QUICKSORTIlle
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Satunnaistamisen avulla voidaan tuottaa algoritmi

RANDOMIZED-QUICKSORT, joka kayttad satunnaistettua
PARTITIONIA.

e Ei valita jakoarvoksi aina A| right |:1Q, vaan valitaan jakoarvo
satunnaisesti koko osataulukosta.

e Jotta PARTITION el menisi rikki, sijjoitetaan jakoarvo silfi
kohtaan right Taulukkoa

= Nyt jako on tfodenndkdisesti melko tasainen riippumatta

siitd, mika syote saatiin ja mitd tfaulukolle on jo ehdifty
tehdd.
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RANDOMIZED-PARTITION( A, left, right )
1 p:=RANDOM(left,right)

2 exchange A[right| < Al p]

3 return PARTITION( A, left, right )

(valitaan safunnainen alkio pivotiksi)
(asetetaan se faulukon viimeiseksi)
(kutsutaan favallista partitiointia)

RANDOMIZED-QUICKSORT( A, left, right )

if left < right then
p := RANDOMIZED-PARTITION( A, left, right )

|

2

3 RANDOMIZED-QUICKSORT( A, left,p—1)
4 RANDOMIZED-QUICKSORT( A, p + 1, right )

RANDOMIZED-QUICKSORTIN gjoaika on keskimaadrin ©(nlgn)
samoin kuin tavallisenkin QUICKSORTIN.
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e RANDOMIZED-QUICKSORTILLE kuitenkin varmasti patee
keskimdaardisen ajankayton analyysin yhteydessa tehtava
oletus, jonka mukaan pivot-alkio on osataulukon pienin,
toiseksi pienin jne. aina samalla todenndkoisyydella.

¢ Tavalliselle QUICKSORTILLE t&md& pdtee ainoastaan, jos
aineisto on tasaisesti jakautunutta,

= RANDOMIZED-QUICKSORT on yleisessd tapauksessa tavallista
QUICKSORTIA parempi.
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QUICKSORTIA voidaan tehostaa myos muilla keinaoilla:

¢ \oidaan jarjestad pienet osataulukot pienille taulukoille
tehokkaalla algoritmilla (esim. INSERTIONSORT) avulla.
- voidaan myos jattad ne vain jarjestamattd ja jarjestad
taulukko lopuksi INSERTIONSORTIN avulla

e Jakoarvo voidaan valita esimerkiksi kolmen satunnaisesti
valitun alkion mediaanina.

e On jopa mahdollista kayttad aina mediaanialkiota
jakoalkiona.

115
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Mediaani on mahdollista etsid nopeasti niin sanotun laiskan
QUICKSORTIN avulla.

e Jaetaan taulukko “pienten alkioiden” alaosaan ja “suurten
alkioiden” yldosaan kuten QUICKSORTISSQ.

¢ asketaan, kumpaan osaan ::s alkio kuuluu, ja jatketaan
rekursiivisesti sieltd.

e Toiselle osalle ei tarvitse tehdd endd mitadn.

RANDOMIZED-SELECT( A, left, right, goal )

1 ifleft =right then (jos osataulukko on yhden kokoinen...)
2 return A| left | (... palautetaan ainoa alkio)

3 p:=RANDOMIZED-PARTITION( A, left, right ) (aetaan faulukko pieniin ja isoihin)

4 k=p—left+1 (lasketaan monesko jakoalkio on)

o ifi=kthen (jos jakoalkio on taulukon i:s alkio...)

6 return A[ p | (...palautefaan se)

/ elseifi < kthen (Jatketaan etsintad pienten puolelta)
8 return RANDOMIZED-SELECT( A, left,p — 1, goal )

? else (Jatketaan etsintdad suurten puolelta)
10 return RANDOMIZED-SELECT( A, p + 1, right, goal — k)
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RANDOMIZED-SELECTIN suoritusajan alargja:

e JAlleen kaikki muu on vakioaikaista paitsi
RANDOMIZED-PARTITION ja rekursiivinen kutsu.

e Parhaassa tapauksessa RANDOMIZED-PARTITIONIN valitsema
jakoalkio on taulukon i:s alkio, ja ohjelman suoritus loppuu.

e RANDOMIZED-PARTITION gjefaan kerran koko taulukolle.
= Algoritmin suoritusaika on Q(n).

RANDOMIZED-SELECTIN suoritusajan ylaraja:

e RANDOMIZED-PARTITION satftuu aina valitsemaan pienimman
tai suurimman alkion, ja i:s alkio jada suuremmalle puoliskolle

e tyOMAAra pienenee vain yhdella askeleella joka
rekursiotasolla.

= Algoritmin suoritusaika on O(n?).
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Keskimadrdisen tapauksen ajoaika on kuitenkin O(n).
Algoritmi 10ytyy esimerkiksi STL:stG nimelld nth_element.

Algoritmi on mahdollista muuttaa myos toimimaan aina
lineaarisessa ajassa.
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8.2 Suunnitteluperiaate: Muunna ja hallitse

Muunna ja hallitse on suunnitteluperiaate, joka

e Ensin muokkaa ongelman instanssia muotoon, joka on
helpompi ratkaista — muunnosvaihe

e Sitten ongelma voidaan ratkaista — hallintfavaine

Ongelman instanssi voidaan muuntaa kolmella eri tavalla:

e Yksinkertaistaminen (Insfance simplification):

yksinkertaisempi tai katevampi instanssi samasta
ongelmasta

e Esitystavan muutos (Representafion change): saman
iINnstanssin toinen esitystapa

e Ongelman muunnos (Problem reduction): ratkaistaan
sellaisen ongelman, jolle algoritmi on jo valmiina, instanssi
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Keko

Taulukko A[l...n] on keko, jos Ali| > A[2i] ja Ali] > A[2¢ + 1] dina
kunl <i < 5] (ja2i+1<n).

17(15|12| 7 (14| 8 |10{ 2 | 7 | D XX
1 2 3 4 5 6 7 8 3 10 1 12

Tama on helpompi ymmmartad, kun tulkitaan keko taydellisesti
tasapainotetuksi bindadripuuksi, jonka

e juuri on talletettu taulukon paik- @
kaan 1

e paikkaan ¢ tallefetun solmun

lapset (jos olemassa) on talletet- ‘
tu paikkoinin 27 ja 2i + 1 @ @ @
e paikkaan i talletetun solmun is& @

on talletettu paikkaan |4
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TAllGin jokaisen solmun arvo on suurempi tai ynta suuri kuin sen
lasten arvot.

Kekopuun jokainen kerros on taysi, paitsi enkd alin, joka on
taytetty vasemmasta reunasta alkaen.
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Jotta kekoa olisi helpompi gjatella puuna, madrittelemme isG-
ja lapsisolmut [Oytavat aliohjelmat.

e Ne ovaf tofeutettavissa hyvin tfehokkaasti bittisiirfoina
e kunkin suoritusaika on aina V(1)

PARENT(7)
return |i/2]

LEFT(7)
return 2

RIGHT(7)
return 2; + 1
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= Nyt keko-ominaisuus voidaan lausua seuraavasti:
A[PARENT(7)] > Ali] aina kun 2 < i < A.heapsize

o A heapsize kertoo keon koon (myohemmin nahddadn, eftei se
aina ole valtitamattd sama kuin tfaulukon koko)

Keko-ominaisuudesta seuraa, etta keon suurin alkio on aina
keon juuressqa, siis faulukon ensimmdisessa lokerossa.,

Jos keon korkeus on A, sen solmujen maara on vdalilla
oh okt 1,
= Jos keossa n solmua, sen korkeus on O(lgn).
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Alkion lisddminen kekoon ylIhaalta:

e Olefetaan, eftd A[l...n] on
muuten keko, mutta keko-
ominaisuus ei pdade kekopuun
juurelle

—toisin sanoen A[l] < A[2] fai
All] < Al3]

e oNngelma saadaan siirrettyd
alemmas puussa valitsemal-
la juuren lapsista suurempi, ja
vaintamalla se juuren kanssa

- jotta keko-ominaisuus ei hao-
joaisi, pitdd valita lapsista suu-
rempi - siifdhdn tulee toisen
lapsen uusi isa

182
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e sama voidaan tehdd alipuulle,
jonka juureen ongelma siirtyi, ja
sen alipuulle jne. kunnes ongel-
mMa katoaa

- ongelma katoaa viimeistadn
kun saavutetaan lehnti

= puu Mmuuttuu keoksi

183
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Sama pseudokoodina:

HEAPIFY( A, ) (1 kertoo paikan, jonka alkio saatfaa olla lian pieni)
1 repeat (toistetaan, kunnes keko on ehja)
2 old_i =1 (otefaan i:n arvo falfeen)

3 [ = LEFT( )

4 r = RIGHT( 7 )

S if | < A.heapsize and A[ 1] > A] ¢ ] then (vasen lapsi on suurempi kuin i)

6 i=1

/ if r < A.heapsize and A[ r | > A i | then (oikea lapsi on viela suurempi)

8 i=7

Q if i # old_i then (jos suurempi lapsi 10ytyi...)

10 exchange Al old_i | <> Al i ] (...siirretaan rike alaspain)

11 until i = old_i (jos keko oli jo ehja, lopetefaan)

e Suoritus on vakioaikaista kun rivin 11 ehto toteutuu heti
ensimmaiselld kerralla kun sinne pdadytaan: Q(1).

e Pahimmassa tapauksessa uusi alkio joudutaan siirtdmaadn
lenteen asti koko korkeuden verran.

= Suoritusaika on O(h) = O(Ig n).
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Keon rakentaminen

e seuraava algoritmi jarjestad taulukon uudelleen niin, etta
siita tulee keko:

BUILD-HEAP(A)

1 A.heapsize ;= A.length (koko tfaulukosta fehdadan keko)
2 fori:=|A.length/2] downto 1 do (kdydaadn taulukon alkupuolisko Ipi)
3 HEAPIFY(A, 1) (kutsutaan Heapifyta)

o L Ohdetddn kaymdadn taulukkoa IGpi lopusta kasin ja
kutsutaan HEAPIFYTA kaikille alkioille,

— ennen HEAPIFY-funkfion kuftsua keko-ominaisuus patee
aina i:n madaraamdadlle dlipuulle, paitsi etta paikan i alkio
on mahdollisesti liian pieni

- yhden kokoisia dlipuita ei tarvitse korjata, koska niissa
keko-ominaisuus patee triviaalisi

- HEAPIFY(A, 7):n jalkeen i:n madradma alipuu on keko
= HEAPIFY(A, 1):n jalkeen koko taulukko on keko
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e BUILD-HEAP ajaa for-silmukan | 3] kertaa ja HEAPIFY on (1) ja
O(lgn), joten
- nopein suoritusaika on | 5| - (1) + O(n) = Q(n)
— ohjelma ei voi koskaan kayttad enempdd aikaa kuin
5] - O(lgn) +0O6(n) = O(nlgn)

e NGin saamamme hitaimman tapauksen suoritusaika on
kuitenkin liian pessimistinen:
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- HEAPIFY on O(h), missa h on kekopuun korkeus
- 4:N Muuttuessa myaos puun korkeus vaintelee

kerros h HEAPIFY—SUOI’iTUSTen MAard
alin 0

foinen 1 L%J

kolmas 2 {g]

vin  [ign] 1

- siis pahimman tapauksen suoritusaika onkin
Tl 224534 :%.2?1%_2 2=n= 0O(n)

= BUILD-HEAPIN suoritusaika on aina 6(n)

187
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8.3 Jarjestaminen keon avulla

Taulukon alkioiden arjestminen voidaan toteuttaa
tehokkaasti kekoa hyddyntaen:

HEAPSORT( A )

1 BUILD-HEAP( A) (muutetfaan faulukko keoksi)

2 fori:.= A.length downto 2do  (kayddaan taulukko IGpi lopusta alkuun)

3 exchange A[ 1]+ Ali] (siiretaan keon suurin alkio keon viimeiseksi)

4 A.heapsize = A.heapsize — 1 (Siirretadn suurin alkio keon ulkopuolelle)

S HEAPIFY( A, 1) (korjataan keko, joka on muuten kunnossa, mutta...)

(... sen ensimmdinen alkio saattaa olla liian pieni)

Esitetddnpd sama kuvien avulia: 9112/ 814|715
e ensin taulukko muutetaan keoksi 9l12l15/14l 71 8
e csimerkistd on helppo havaita, et- —

tel operaatio ole kovin raskas 9114(15(12 7 | 8
- keko-ominaisuus on selvasti jar-
jestysta heikompi 15[14/9 12/ 7|8
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e kuvassa voi nNOhdd kuinka jarjeste-
tyn loppuosan koko kasvaa, kun-
nes koko taulukko on jarjestyksessa

e kasvatusten valilld keko-osuus kor-
jataan

e korjaus nayttad tdllaisessa pienes-
sa esimerkissQ tfarpeettoman moni-
mutkaiselta

- korjaukseen ei suurillakaan taulu-
koilla kulu kovin montaa askelta,
ainoastaan logaritminen maard

v

15

O O || ©

NN N

15

15

v

14

15

O ©O||©

14

15

14

15

O |||©

14

15

~

14

15

oo

14

15

~

14

15

oo

| © |©

14

15

189



COMRCS.300 Tietorakenteet ja algoritmit 1 190

HEAPSORTIN suoritusaika koostuu seuraavista osista.

e BUILD-HEAP rivilla 1 suoritetaan kerran: ©(n)

o for-silmukan sisaltd suoritetaan n - 1 kertaa
- rivien 3 ja 4 operaatiot ovat vakioaikaisia
- HEAPIFY kayttad aikaa Q(1) ja O(lgn)
= Saadaan yhteensa Q(n) ja O(nlgn)

e alargja on farkka

- jos kaikki alkiot ovat samanarvoisia, keon
korjaustoimenpiteitd ei tarvita koskaan ja HEAPIFY on aind
vakioaikainen

e MyOs yldraja on tarkka

- taman osoittaminen on hieman hankalampaa ja
tyydymmekin myohemmin saatavaan tulokseen
vertailuun perustuvan jarjestmisen nopeudesta
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Huom! Edelliset suoritusaikalaskelmat olettavat, ettd keon

pohjana kaytettavalld tietorakenteella on vakioaikainen
indeksointi.

o Kekoa kannattaa kayttad ainoastaan silloin!

HEAPSORTIN etfuja ja haittoja

Etuja:

e jarjestaad taulukon paikallaan

o i koskaan kdytd enempdad kuin B(nlgn) aikaa

Haittoja:
e suorifusajan vakiokerroin on suurehko
e cpAvakaus
- samanarvoisten alkioiden keskindinen jarjestys ei sAily

191
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8.4 Prioriteettijono

Prioriteefttijono (priority queue) on tietorakenne, joka pitaad ylla
joukkoa S alkioita, joista jokaiseen liittyy avain (key), ja sallii
seuraavat operaatioft:

e INSERT(.S, x) lisGd alkion z joukkoon S
e MAXIMUM(S) palauttaa sen alkion, jonka avain on suurin

- jos monella eri alkiolla on sama, suurin avain, valitsee
vapaasti minka fahansa niista

e EXTRACT-MAX(S) poistaa ja palauttaa sen alkion, jonka
avain on suurin

¢ vaintfoehtoisesti voidaan toteuttaa operaatiot MINIMUM(S)
ja EXTRACT-MIN(S)

— SAMAssA jonossa on joko vain maksimi- tai vain
minimioperaatiof!
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Prioriteettijonoilla on monia kayttokohteita
e tehtavien gjoitus kayttojarjestelmassa

- uusia tehtavia lisatadn komennolla INSERT
- kun edellinen tehtava valmistuu tai keskeytetadn,
seuraava valitfaan komennolla EXTRACT-MAX
e fapantumapohjainen simuloinf
— jono tallettaa tulevia (= vield simuloimattomia)
fapahtumia
- avain on tapahtuman tapahtumisaika

- tapahtuma voi aiheutftaa uusia tapahtumia
= lisGtadn jonoon operaatiolla INSERT

- EXTRACT-MIN antaa seuraavan simuloitavan tapahtuman
e lyhimman reitin etsinta kartalta

- simuloidaan vakionopeudella ajavia, eri reitit valitsevia
autoja, kunnes ensimmainen perilla

- prioriteettijonoa tarvitaan kaytanndssad myohemmin
esiteltfavassa lyhimpien polkujen etsintGalgoritmissa



COMRCS.300 Tietorakenteet ja algoritmit 1 194

Prioriteettijonon voisi kaytadnnossa toteuttaa
jarjestamattomana tai jarjestettynd taulukkona, mutta se olisi
tehotonta.

e jArjestmMAattomMaAssa faulukossa MAXIMUM ja EXTRACT-MAX
ovat hitaita

e jArjestetyssa faulukossa INSERT on hidas

Sen sijaan keon avulla prioriteettijonon voi foteuttaa
tehokkaasti.

e Joukon S alkiot talletetaan kekoon A.
e MAXIMUM( S ) on hyvin helppo, ja foimii gjassa O(1).

HEAP-MAXIMUM( A )

1 if A heapsize < 1 then (tyhjasta keosta ei Ioydy maksimia)

2 error "heap underflow”

3 refturn A[ 1] (muuten palautetaan taulukon ensimmainen alkio)
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e EXTRACT-MAX(S) voidaan foteuftaa korjaamalla keko
poiston jalkeen HEAPIFYN avulla.
e HEAPIFY dominoi algoritmin ajoaikaa: O(lgn).
HEAP-EXTRACT-MAX( A )

1 if A heapsize < 1 then (tyhjasta keosta ei Ioydy maksimia)
2 error "heap underflow”

3 mazr:=A[1] (suurin alkio 16ytyy taulukon alusta)
4 Al1]:=A| A.heapsize | (siirretaan viimeinen alkio juureen)

O A.heapsize ;= A.heapsize — 1 (pienennetadn keon kokoaq)

6 HEAPIFY( A1) (korjataan keko)

/ return max
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e INSERT(.S, x) lisdd uuden alkion kekoon aseffamalla sen
uudeksi lendeksi, ja nostamalla sen suuruutensa mukaiselle
paikalle.

- se toimii kuten HEAPIFY, mutta alhaalta ylospadin

- lehti joudutaan nostamaan pahimmassa tapauksessa
juureen asti: gjoaika O(lgn)

HEAP-INSERT( A, key )

1 A.heapsize ;.= A.heapsize + 1 (kasvatetaan keon kokoa)

2 1:= A.heapsize (lahdetaan liikkeelle tfaulukon lopusta)

3 whilei > 1and A[ PARENT(7) | < key do (edetddn kunnes ollaan juuressa tai ...)
(...kohdassa jonka isG on avainta suurempi)

4 [ | := A[ PARENT(7) | (siirretadn isaa alas pdadin)
5 = PARENT(7) (siirrytaan ylospain)
6 Al ] = key (asefetaan avain oikeadlle paikalleen)

= Keon avulla saadaan jokainen prioriteettijonon operaatio
toimimaan ajassa O(lgn).
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Prioriteettijonoa voidaan agjatella abstraktina tietotyyppind,
johon kuuluu talletettu data (joukko S) ja operaatiot (INSERT,
MAXIMUM,EXTRACT-MAX.

e kAQyttQjdlle kerrotaan ainoastaan operaatioiden nimet ja
merkitykset, muttel tofeutusta

e tofeutus kapseloidaan esimerkiksi pakkaukseksi (Ada),
luokaksi (C++) tai itsendiseksi tiedostoksi (C)

= Toteutusta on helppo yliGpitad, korjata ja tarvittaessa
vaihtaa toiseen, iiman ettd kayttdjien koodiin tarvitsee koskea.
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11.1 Hajautustaulu

Hajautustaulun ideana on tiivistdd dynaamisen joukon
avainten arvoalue pienemmaksi hajaufusfunktion (hash
function) h avulla, siten ettd ne voidaan tallettaa taulukkoon.

e faulukon etuna on sen farjoama tehokas vakioaikainen
indeksoinfi

N=30000

eece 00000000
v
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Avainten arvoadlueen tiivistmisestd seuraa kuitenkin ongelma:
formaykset.

e Useampi kuin yksi alkio voi hagjautua samaan hajautustaulun
lokeroon

Tavallisin tapa ratkaista ongelma on ketfjuttaminen (chaining).
e samaan lokeroon hajautuvat alkiot talletfetaan listoinin
e Mmuitakin ratkaisutapoja on

- avoimen osoituksen kasittelytavalla alkio laitetaan
sekundadriseen lokeroon, mikali primdadrinen ei ole
vapaana

— joissakin tfapauksissa avainten arvoalue on niin pieni, efta
arvoalueen ftiivistamista ei tarvita, eika siis synny
tormayksiakadan
« Tallainen suoraosoifustaulu (direct-access table) on

nyvin yksinkertfainen ja tehokas

- talla kurssilla kuitenkin kasitellddn ainoastaan ketjutettuja
hajautustauluja
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Alla oleva kuva esittad ketjutettua hajautustaulua, jonka
avaimet on hajautetftu etukirjaimen mukaan viereisen

taulukon avulla,
-+

"Anne"

"Tiina'

=
?TA

alkukirjain

"llkka"

n D"ill

T "Erkki"

=l NN LM =0
|

L

1} Ma.l.l.ill

"Ulla”

)

Onko tdma hyva hajautus?

e Ei. Katsotaan seuraavaksi, miksei.

N OO DN — O
OmMmOQO m>

Oz —X«—=I

S<cCc—a4wvwxodDT

o O > N < X
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Ketjutettu hajautustaulu farjoaa ainoastaan sanakirian
operaatiot, mutta ne ovat hyvin yksinkertaisia:

CHAINED-HASH-SEARCH(T, k)
> etsi listasta T'[h(k)] alkio, jonka avain on k

CHAINED-HASH-INSERT(T', z)
> lisGa x listan T[h(z—key)] alkuun

CHAINED-HASH-DELETE(T, x)
> poista x listasta T'[h(x—key)]



COMRCS.300 Tietorakenteet ja algoritmit 1 235

Suoritusajat:
e lisQys: ©(1)
e efsinta: hitaimmassa tapauksessa O(n)

e poisto: jos lista kaksisuuntainen, niin B(1); yksisuuntaisella
hitaimmillaan ©(n), koska poistettavan edeltfgja on ensin
etsittava listasta

- kAytadnnossa ero ei kuitenkaan ole kovin merkittava,
koska yleensd poistettava alkio joudutaan joka
tapauksessa etsimaadn listasta

Ketfjutetun hajautustaulun operaatioiden keskimaadradiset
suoritusajat riippuvat listojen pituuksista.
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e huonoimmassa tapauksessa kaikki alkiot joutuvat samaan
listaan jolloin suoritusajat ovat O(n)

e keskimadrdisen tapauksen selville saamiseksi kaytdmme
seuraavia merkintoja:
- m = hgjautustaulun koko
- n = dlkioiden madra taulussa
- o = = = fayttoaste (load factor) eli listan keskimadrdinen
pituus

e lisOksi keskimaadrdisen suoritusajan arvioimiseksi on tentava
oletus siitd, miten hyvin A hajauttaa alkiot

—jos esim. h(k) = nimen alkukirjaimen 3 ylintd bittid, niin
kaikki osuvat samaan listaan

- usein oletetaan ettq, jokaisella alkiolla on yhta suuri
todenndkoisyys osua mihin tahansa lokeroon

- tasainen hajautus (simple uniform hashing)
- oletetaan myos, etta h(k):n laskenta kuluttaa ©(1) aikaa
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e jOs efsitadn alkiota, jota ei ole taulussa, niin joudutaan
selaamaan koko lista [api

= joudutaan futkimaan keskimadrin « alkiota
= suorifusaika keskimaarin O(1 + «)

e jOs olefetaan, ettd listassa oleva avain on mika fahansa
listan alkio samalla todenndkdisyydelld, joudutaan listaa

selamaan etsinndn yhteydessa keskimaadrin puoleen valiin
siindkin fapauksessa, ettd avain [oytyy listasta

= suoritusaika keskimaarin ©(1 + §) = O(1 + «a)

¢ jOS TAyttOaste pidetadn alle jonkin kiintfedn rajan (esim. a <
50 %), niin ©(1 + a) = B(1)
= ketjutetun hagjautustaulun kaikki operaatiot voi toteuttaa
keskimaarin ajassa O(1)

-tama edellyttdd, ettd hajautustaulun koko on samaa
luokkaa kuin sinne talletettavien alkioiden mMaard
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Laskiessamme keskimadrdista suoritusaikaa oletimme, etta
hajautusfunktio hajauttaa taydellisesti. Ei kuitenkaan ole
mitenkaadn itsestadn selvaad, etta ndin fapahtuu.

Hajautusfunktion laatu on kriittisin tekijd hajautustaulun
suorituskyvyn muodostumisessa.

Hyvan hajautusfunktion ominaisuuksia:

e hajautusfunktion on oltava deterministinen

- muutoin kerran tauluun pantua ei valitdmatta endd
koskaan 1bydetd!

e TAsta huolimatta olisi hyva, ettd hajautusfunktion arvo olisi
mahdollisimman “satunnainen”

- kuhunkin lokeroon tulisi osua mahdollisimman tarkasti %
avaimista
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¢ valifettavasti taysin tasaisesti hajottavan hajautusfunktion
teko on useinmiten mahdotonta

- eri arvojen esiintymistodenndkoisyydet aineistossa ovat
yleensd tuntemattomia

— adineisto ei yleensd ole tasaisesti jakautunut

» |ahes mikd tahansa jarkeva hajautusfunktio jakaa
tasaisesti jakautuneen aineiston taydellisest

¢ yVleensd hajautusfunktio pyritddn muodostamaan siten, etta
se sotkee tehokkaasti kaikki syoteaineistossa luultfavasti
esiintyvat saadnndnmukaisuudet

- esimerkiksi nimien tapauksessa ei katsota yksittaisia
Kirjaimia, vaan oftetaan jotenkin huomioon nimen kaikki
itit
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e csittelemmme kaksi yleistd usein hyvin toimivaa
hajautusfunktion luontimenetelmad

e Oletamme, ettd avaimet ovat luonnollisia lukuja O, 1, 2, ...
— jollei nGin ole, avain voidaan usein fulkita luonnolliseksi
luvuksi

- esim. nimen saa luvuksi muuttamalla kirjaimet numeroiksi
ASCII-koodiarvon mukaan, ja laskemalla ne sopivasti
painottaen yhteen
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Hajautusfunktion luonti jakomenetfelmadlla on yksinkertaista ja
nopeaa.

 h(k) =k mod m
e sitG kannattaa kuitenkin kayttad vain, jos m:n arvo on sopiva
e esim. jos m = 2 jollekinb € N = {0,1,2,...}, niin

h(k) = k:n b alinta biftid

= funktio ei edes katso kaikkia k:n bitteja
= funktio todenndkdisesti hajauttaa huonosti, jos avaimet
ovat peradisin binddrijarjestelmasta
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e samasta syystd tulee valttdd m:n arvoja muotoa m = 10°, jos
avaimet ovat perdisin kymmenjarjestelman luvuista

¢ jOs avaimet ovat muodostetut tulkitsemalla merkkijono
128-jarjestelman luvuksi, niin m = 127 on huono valinta, koska
silloin saman merkkijonon kaikki permutaatiot osuvat
samaan lokeroon

e hyvid m:n arvoja ovat yleensd alkuluvut, jotka eivat ole
IGhelld 2:n potensseja

— esim. halutaan ~ 700 listaa = 701 kelpaa

e kannattaa tarkistaa kokeilemalla pienelld “oikealla”
aineistolla, hajauftaako funktfio avaimet tehokkaasts
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Hajautusfunktion luonti kerfomenetelmdadlla ei aseta suuria
vaatimuksia m:n arvolle.

e valitaan vakio A siten, ettd 0 < A < 1
o h(k) = |m(kA — |kA])]

e jos m = 2%, koneen sanapituus on w, ja k ja 2* - A mahtuvat
yhteen sanaan, niin A(k) voidaan laskea helposti
seuraavasti:

(((2¥-A)-k) mod 2%)

2w—b J

h(k) = [

e Mika arvo A:lle tulisi valita?
- kaikki A:n arvot toimivat ainakin jollain lailla
- kuulemma A =~ ¥3=1 toimii usein aika hyvin
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12 Binaarihakupuu

http://imgur.com/L77FY5X

TAssda luvussa kasitelldan erilaisia yleisia puurakenteita.

e Ensin opitaan, millainen rakenne on binddarinakupuu,

¢ ja fasapainotetaan binddrinakupuu Muuttamalla se
puna-mMustaksi puuksi.

e Sitten tutustutaan monihaaraisiin puihin: merkkijonopuu Trie
ja B-puu.

e Lopuksi vilkaistaan splay- ja AVL-puita.
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12.1 Tavallinen binadarihakupuu
Kertauksena: Binaaripuu (binary free) on adrellinen solmuista
(node) koostuva rakenne, joka on joko

e TyNjQ, tai

e SisAItAG yhden solmun nimelta juuri (root), seka kaksi
binddripuuta nimelta vasen alipuu (left subfree) ja oikea
alipuu (right subfree).

LEFT SUBTREE RIGHT SUBTREE

Kuva 14: Kertaus: Bin&dripuu
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Lisdksi mdadritellddn:

e Muuft solmut sisadsolmuja

e SolImu on lastensa isa (pa-
renf) ja solmun esi-isia
(ancestor) ovat solmu itse,
solmun isQ, tfdman isa jne.

e JAlkeldinen  (descendant) 9 1~ |ehna._>
vastaavasti.
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Binaarihakupuu (binary search free) on bindadripuu, jonka
kaikille solmuille x patee:

Jos | on mika fahansa solmu z:n vasemmassa alipuussa ja
r mika tfahansa solmu x:n oikeassa alipuussa, niin

[.key < x.key < r.key

e Edellisen sivun binddripuu on binddrinakupuu

e Luvussa 8.2 esitelty kekorakenne on binddripuu muttei
binddrihakupuu

Useinmiten binddrinakupuu esitetadn linkitettynd rakenteena,
jossa jokaisessa alkiossa on kentat avain (key), vasen lapsi (left),
oikea lapsi (right) ja vanhempi (p (parent)). Lisaksi alkiolla on
oheisdataa.
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T2: (4

8

T1:
N
9)

5
& W % >
, X@

-

6

Kuva 15: Hakupuita
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Avaimen haku binddrinakupuusta :

o koko puusta haku R-TREE-SEARCH( T'.root, k)

e palauttaa osoittimen z solmuun, jolle z—key = k, TQi NIL, jJOS
tallaista solmua ei ole

R-TREE-SEARCH(x, k)
1 ifx=NILor k =x—key then

2 return z (etsitty avain 10ytyi)

3 if k <x—keythen (Jos eftsitty on pienempi kuin avain...)
4 return R-TREE-SEARCH(xz—left, k)  (...etfsitaan vasemmasta alipuusta)
5 else (muuten...)

6 return R-TREE-SEARCH(z—right, k)  (...etfsitdan oikeasta alipuusta)
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Algoritmi suunnistaa juuresta alaspdin huonoimmassa
tapauksessa pisimman polun pddssa olevaan lehteen asti.

e suoritusaika O(h), missa h on puun korkeus

e lisGmuistin farve O(h), rekursion VUOKSI

Saman voi tehdd myos ilman rekursiota, mik&d on suositelfavaa.
e tAllGIN lisGmuistin tarve on vain O(1)
e gjoaika on yha O(h)

TREE-SEARCH(z, k)

1 while z £ NILand k # x—key do  (kunnes avain on Ioytynyt tai ollaan lehdessa)
2 if £ < x—key then (Jos eftsitty on pienempi kuin avain...)

3 x = x—left (...siirrytdan vasemmalle)

4 else (muuten...)

S x = x—right (...slirrytaan oikealle)

6 return x (palautetaan tulos)
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Minimi ja maksimi:

e Minimi [dydetddn menemdalld vasemmalle niin kauan kun se
on mahdollista

TREE-MINIMUM(x)

1 while z—left # NIL do
2 x = r—left

3 return z

e Maksimi I0ydetddn vastaavasti menemalld oikealle niin
kauan kun se on mahdoallista

TREE-MAXIMUM(x)

1 while z—right # NIL do
2 x = v—>right

3 return x

e molempien ajoaika on O(h) ja lisdmuistin farve (1)
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Solmun seuragjaa ja edeltajad kannattaa etsia

binddrinakupuusta puun rakenteen avulla mieluurmmin kuin
avainten arvojen perusteella.

e 1AIlIOIN kaikki alkiot saadaan kaytya niiden avulla [Gpi, vaikka
puussa olisi yhta suuria avaimia

= tarvitaan siis algoritmi, joka etsii anneftua soimua
valijarjestyksessd seuraavan solmun

e sellainen voidaan rakentaa algoritmin TREE-MINIMUM avulla

Kuva 16: Solmun seuraagja?
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Binddrinakupuun solmun seuragja on joko:
e Oikean dlipuun pienin alkio

¢ tai solmusta juureen vievalla polulla ensimmainen kohdattu
solmu, jonka vasempaan dlipuuhun solmu kuuluu

jos edelld mainittuja solmuja ei loydy, on kysymyksessa puun
suurin solmu

/m\
/\ \
\ /

Ip m imi

Kuva 17: Seuraagjat
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TREE-SUCCESSOR(x)

1 if z—right # NIL then (Jjos oikea alipuu I6ytyy...)

2 return TREE-MINIMUM (z—right) (...etfsitdan sen minimi)

3 yi=x—p (muuten Iahdetadn kulkemaan kohti juurta)
4  while y £ NIL and z = y—right do (kunnes ollaan tulfu vasemmasta lapsesta)
5 xi=y

6 Y = Y—p

/ returny (palautetaan I6ydetty solmu)

e huoMaaq, ettd avainten arvoja ei edes katsota!

e vrt, seuragjan [oytaminen jarjestetysta listasta

e gjoaika O(h), lisGmuistin tarve O(1)

e TREE-PREDECESSOR Vvoidaan foteuttaa vastaavalla favalla
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TREE-SUCCESSORIN ja TREE-MINIMUMIN avulla voidaan rakentaa
toinen tapa selata puu Iapi valijarjestyksessa.

TREE-SCAN-ALL(T)

1 if T.root # NIL then
2 x = TREE-MINIMUM( T".ro0t) (aloitetaan selaus puun minimista)
3 else

4 x = NIL
5 while z # NIL do (selataan niin kauan kun seuraagjia I0ytyy)
6

/

kasittele alkio x
x = TREE-SUCCESSOR(x)

¢ jokainen kaari kuljetaan kerran molempiin suuntiin

= TREE-SCAN-ALL selviad gjassa O(n), vaikka kutsuukin
TREE-SUCCESSORIa n kertaa
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e lisGmuistin farve (1)

= TREE-SCAN-ALL on asymptoottisesti yntd nopeaq, ja
muistinkulutukseltaan asymptoottisesti parempi kuin
INORDER-TREE-WALK

- vakiokertoimissa ei suurta eroa

= kannattaa valita TREE-SCAN-ALL, jos fietueissa on
p-kentat

e TREE-SCAN-ALL sallii useat yhtaaikaiset selaukset,
INORDER-TREE-WALK ei
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LisGys bindadrihakupuuhun:

TREE-INSERT(T, 2)

1 y:=NIL z:= T.root

2 while z # NIL do

3 Y=z

4 if z—key < x—key then
5 x = r—left

6 else

/ x = x—rright

8 z—pi=y

@ if y = NIL then

10 T.root ;= z

11 else if z—key < y—key then
12 y—left ==z

13 else

14 y—right = z

15 z—left := NIL; z—right := NIL

257

(z osoittaa kayttajdn varaamaa alustettua tietuetta)
(aloitetaan juuresta)

(laskeudutaan kunnes kohdataan tyhja paikka)
(ofetaan potentiaalinen isd-solmu falteen)
(siirrytaan oikealle tai vasemmalle)

(sijoitetaan Ioydetty soimu uuden solmun isaksi)

(ouun ainoa solmu on juuri)
(sijoitetaan uusi solmu isansG vasemmaksi . . . )

(... tai oikeaksi lapseksi)

Algoritmi suunnistaa juuresta lehteen; uusi solmu sijoitetaan

aina lehdeksi.

= gjoaika O(h), lisGmuistin farve (1)
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Poisto on monimutkaisempaa, koska se voi kohdistua
sisGsolmuun:

TREE-DELETE(T, 2)

VO NOCOPR~AWON —

10

12
13
14
15
16
17
18
19
20

if z—left = NIL or z—right = NIL then
Y=z

else
y 1= TREE-SUCCESSOR(2)

if y—left # NIL then

x = y—left
else

x = y—right
if 4 NIL then

T—p = Yy—p
if y—p = NIL then
T.root == x
else if y = y—p—left then
y—p—left i=x
else
y—p—right == x
if y # 2z then
z—key = y—key
z—rsatellitedata = y— satellitedata
return y

(z osoiffaa poistetfavaa solmuaq)
(Jos z:lla on vain yksilapsi . .. )
(...asetefaan z poistettavaksi tietueeksi)

(muuten poistefaan z:n seuraagja)
(ofefaan falfeen poistettavan ainoa lapsi)

(Jos lapsi on olemassa .. .)

(... linkitetaan se poistettavan filalle)
(Jos poistettava olijuuri . . .)

(... merkitddn x uudeksi juureksi)
(sijoitetaan x poistettavan filalle . . .)
(...senisan vasemmaksi . ..)

(... tai oikeaksi lapseksi)
(Jos poistettiin joku muu kuin z .. .)
(... vaihdefaan poistetun ja z:n datar)

(palautetaan osoifin poisteffuun solmuun)
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Huom! Rivilla 5 todellakin tiedetddn, etta y:llG on korkeintaan
yksi lapsi.
e jOs z:lla on vain yksi lapsi, y on z
e jOs rivilld 4 kutsutaan TREE-SUCCESSORIA fiedetddn, ettd z:lla
on oikea alipuu, jonka minimi on y

- minimill& ei voi olla vasenta lasta

Algoritmi nayttaa monimutkaiselta, mutta rivin 4
TREE-SUCCESSORIA lukuunottamartta kaikki operaatiot ovat
vakioaikaisia.

= gjoaika on siis O(h) ja lisdmuistin tfarve (1)

Siis kaikki dynaamisen joukon perusoperaatiot saadaan
binadrihakupuulla toimimaan ajassa O(h) ja lisamuistilla O(1):

SEARCH, INSERT, DELETE, MINIMUM, MAXIMUM, SUCCESSOR ja
PREDECESSOR
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Binddrihakupuita - kuten muitakin tietorakenteita - voi sovittaa

uusiin tehtdaviin lisdamalld uusia tehtdvan kannalta olennaista
tietoa sisaltavid kenttid.,

¢ 1AIlIOIN perusoperaatiot tulee muokata ylldpitdmadn myos
uusien kenttien sisaltdéa

o csimerkiksi lisGdmalld solmuihin kenttd, joka kertoo solmun
virittdman alipuun koon

- saadaan toteutettua algoritmi, joka palauttaa puun
korkeuteen nahden lineaarisessa ajassa i:nnen alkion

- saadaan toteutettua algoritmi, joka puun korkeuteen

ndahden lineaarisessa ajassa kertoo, monesko kysytty alkio
on suuruusjarjestyksessa

- ilman ylimaardista kenttad algoritmit taytyisi foteuttaa
huomafttavasti tehottomammin puun alkioiden maaradn
ndhden lineaarisessa ajassa
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12.2 Kuinka korkeita binaarihakupuut yleensa ovat?

Kaikki dynaamisen joukon perusoperaatiot saatfiin
binddrinakupuulla toimimaan ajassa O(h). = puun korkeus on
tehokkuuden kannalta keskeinen tekija.

Jos oletetaan, ettd alkiot on sydtetty satunnaisessa
jarjestyksessq, ja jokainen jarjestys on yhtd todenndakdinen,
suoraan INSERTIllG rakennetun binddrinakupuun korkeus on
keskimaarin O(Ign).

= kaikki operaatiot keskimaadrin ©(lgn)
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Valitettavasti lopputulos on surkeampi, jos avai-
met syotetadn (IGhes) suuruusjarjestyksessa, ku-
ten viereisesta kuvasta voi havaita.

e korkeus on n -1, surkeaaq!
Ongelmaa ei pystyta ratkaisemaan jarkevdsti

esimerkiksi satunnaistamalla, jos halutaan sqilyt-
tad kaikki dynaamisen joukon operaatiof.

Puu pitad siis tfasapainottaa. Siihen palataan
myohemmin.
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15 Tasapainotetut puurakenteet

Binddrinakupuu toteuttaa kaikki dynaamisen joukon
operaatiot O(h) ajassa

Kaantopuolena on, ettd puu voi joskus litistyd listaksi, jolloin
tehokkuus menetetddn (O(n))

TAssA luvussa kasitellddn tapoja pitdd huolta siitd, ettei
litistymista kay

Ensin opitaan tasapainoifus puna-mustan puun invarianttia
ylldpitdmalla

Lopuksi vilkaistaan muista tasapainotetuista binddrinakupuista
Splay- ja AVL-puita
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15.1 Puna-musta binaarihakupuu

Puna-mustat puut ovat tasapainotettuja binddrinakupuita.

Ne tekevat lisQysten ja poistojen yhteydessa
tasapainotustoimenpiteitd, jotka takaavat, ettei haku ole

koskaan tehoton vaikka alkiot olisikin lisGfty puuhun
epasuotuisassa jarjestyksessa.

e pUNA-Musta puu ei voi koskaan litistyd listaksi, kuten
perusbindadrihnakupuu

NIL

Kuva 23: Punamustapuu (via Wikipedia, ©Colin M.L. Burnett (CC BY-SA 3.0))
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Puna-mustien puiden perusideaq:
e jokaisessa solmussa on yksi lisabitti: vari (colour)
- arvot punainen ja musta
e muut kentat ovat vanhat tutut key, left, right ja p

- jatamme oheisdatan ndyttamatta, jotta padideat eivat
hukkuisi yksityiskohtien faakse

e varikenttien avulla yliGpidetadn puna-mustan puun
invarianttia, joka takaa, ettd puun korkeus on aina
kertaluokassa O(lgn)
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Puna-mustien puiden invariantti:

1. Jos solmu on punainen, niin silld joko
e i ole lapsia, tai
e on kaksi lasta, ja ne molemmart ovat mustia.

2. Jokaiselle soimulle patee: jokainen solmusta alas 1- tai

O-lapsiseen solmuun vieva polku sisaitdd saman madran
nustia solmuja.

3, Juuri on musta.

Solmun x musta-korkeus (black-height) bh(x) on siitd alas 1- fai

O-lapsiseen solmuun vievalld polulla olevien mustien solmujen
Maara.
¢ invariantin osan 3 mukaisesti jokaisen solmun mustakorkeus
on yksikasitteinen

e jokaisella vaihtoehtoisella polulla on sama madrd mustia
solmuja

e koko puun mustakorkeus on sen juuren mustakorkeus
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Puna-musftan puun maksimikorkeus
e merkitdan korkeus = h ja soimujen maard = n

e kunkin juuresta lehteen vievan polun solmuista vanhintadan
puolet (|4 + 1) ovat mustia (invariantin osat 1 ja 3)

e jokaisella juuresta lehteen vievadlld polulla on saman verran
mustia solmuja (invariantin osa 2)

= ainakin [£] + 1 ylint& tasoa téysid

:>n22%
= h <2lgn

Invariantti siis todellakin takaa puun korkeuden pysymisen
logaritmisena puun alkioiden madarddn ndhden.

= Dynaamisen joukon operaatiot SEARCH, MINIMUM, MAXIMUM,
SUCCESSOR ja PREDECESSOR saadaan toimimaan puna-mustille

puille ajassa O(lgn).

e binddrinakupuulle operaatiot toimivat ajassa O(h), ja
puna-musta puu on binadrinakupuu, jolle h = ©(Ign)
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Puna-mustien puiden yllapitamiseen ei kuitenkaan voida
kayttad samoja lisdys- ja poistoalgoritmeja kuin tavallisilla
pbinddrinakupuilla, koska ne saattavat rikkoa invariantin.,

Niiden sijaan kaytetGdn algoritmeja RB-INSERT ja RB-DELETE.

e operaatiot RB-INSERT ja RB-DELETE perustuvat kierfoihin
(rotation)

e kiertoja on kaksi: vasemmalle ja oikealle

e Nne muuttavat puun rakennetta, mutta sailyttévet
binadrihakupuiden perusominaisuuden kaikille solmuille

e kierfo vasemmalle
— oleftaq, ettd solmut z ja
y ovat olemassa
¢ kierto oikedlle vastaavasti
- left JO right vaihtaneet
paikkaa
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LEFT-ROTATE(T', x)

y .= x—right; x—right = y—left

if y—left # NIL then
y—left—p i=x

Y—p = T—p

if z—p = NIL then
T.root =y

else if r = x—p—left then
r—p—left =y

else

10 x—p—rright =y

1T y—=left i=a; x—pi=y

NOVCONOCOR~AWON —

e Mmolempien kiertojen ajoaika on ©(1)
e Qinoastaan osoittimia muutetaan
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LisGyksen perusided

e ensin uusi solmu lisdtadn kuten tavalliseen
binddrinakupuuhun

e sitten lisatty varitetGdn punaiseksi

e Mita puna-mMustien puiden perusominaisuuksia ndin tehty
lisQys voi rikkoa”?
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¢ [Nnvariantin osa
- 1 rikkoutuu lisdtyn solmun osalta, jos sen isG on punainen;
muuten se ei voi rikkoutua.

- 2 ei rikkoudu, koska minkadn solmun alla olevien mustien
solmujen maardt ja sijainnit eivat muutu, ja lisatyn alla el
ole solmuja.

- 3 rikkoutuu, jos puu oli alun perin tyhja.



COMRCS.300 Tietorakenteet ja algoritmit 1 318

e kKorjataan puu seuraavasti:

- ominaisuutta 2 pilaamatta siirretadn 1:n rike ylospdin
kunnes se katoaa

- lopuksi 3 korjataan varittamalld juuri mustaksi (ei voi pilata
ominaisuuksia 1 ja 2)

e 1:n rike = sekd solmu etftd sen isd ovat punaisia
e siirto fapahtuu varittdmalla solmuja ja tekemalld kiertoja
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RB-INSERT(T', z)

N —

VOO NO O~ W

10
11
12
13
14
15
16
17

30

TREE-INSERT(T', x)
x—colour := RED
(suoritetaan siimukkaa kunnes rike on havinnyt tai ollaan saavutettu juuri)
while x # T .root and x—p— colour = RED dO
if t—p = x—p—p—left then
Y = x—p—p—rright
if y 4 NIL and y— colour = RED then (siirretadn riketta ylospdin)
x—p— colour := BLACK
y—colour := BLACK
x—p—p—> colour ;= RED
T = T—p—p
else (siirfo ei onnistu — korjataan rike)
if = x—p—right then
x = x—p; LEFT-ROTATE(T, x)
x—p— colour := BLACK
x—p—p—>colour ;= RED
RIGHT-ROTATE(T, —p—p)
else
> sama kuin rivit 5. .. 16 paitsi “left” ja “right” vaintaneet paikkaa
T .root— colour := BLACK (varitetadn juuri mustaksi)
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Ominaisuuden 1 rikkeen siirto ylospain:

e solmu z ja sen isa ovat molemmat punai-
sia.

e MyOs solmun z setd on punainen ja isoisa
musta.

= rike siirretaan ylospadin varittamalla seka
x:N setd ettd isd mustiksi ja isoisG punaiseksi.

Korjauksen jalkeen:

e ominaisuus 1 saattaa olla edelleen rikki

X - solmu z ja sen isd saattavat molemmat
olla punaisia

e OMiNaisuus 2 ei rikkoudu

- kaikkien polkujen musfien solmujen
MAArd pysyy samana

e OMinaisuus 3 saattaa rikkoutua

—jos ollaan noustu juureen asti, s& on
saatettu varittdd punaiseksi
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Mikdli punaista setdd ei ole olemassaq,

rikettG ei voi siirtdd ylospdin vaan se

tfaytyy poistaa kayttden monimutkaisem-
paa menetelmaa:

e Varmistetaan ensin, efta =z on isansa

vasen lapsi tekemalld tarvittaessa kier-
fo vasemmalle.
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e TOMAN jalkeen varitetddn z:n isG
mustaksi ja isoisd punaiseksi, ja suo-
ritetaan kierto oikealle

—isoisG on varmasti musta, koska
muuten puussa olisi ollut kaksi pu-
naista solmua pddllekkdin jo en-
nen lisdysta

Korjauksen jalkeen:

e pUUSSA ei endd ole pdadllekkaisia
punaisia soimuja

e korjausoperaatiot yhdessa eivart ri-
ko 2. ominaisuutta
= puu on ehjd ja korjausalgoritmin
suorittaminen voidaan lopettaa
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Poistoalgoritmin yleispiirteet
e ensin solmu poistetaan kuten tavallisesta binddrihakupuusta
— w OSOiftfaa poistettua solmua

¢ jOS w Oli punainen tai puu tyhjeni kokonaan,
puna-musta-ominaisuudet sdilyvat voimassa
= el tarvitse tendd muuta

e MuUUsSsSA tTapauksessa korjataan puu RB-DELETE-FIXUPIN avulla
aloittaen w:n (mahdollisesta) lapsesta z ja sen isAstd w—p

— TREE-DELETE takaaq, ettd w:lla oli enintGdn yksi lapsi

RB-DELETE(T, 2)
1w :=TREE-DELETE(T, 2)
2 if w—colour = BLACK and T'.root # NIL then

3 if w—left # NIL then

4 x = w—left

) else

6 x = w—rright

/ RB-DELETE-FIXUP(T, x, w—p)
8 return w
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RB-DELETE-FIXUP(T, z, )

1 while z # T.root and (x = NIL Or z— colour = BLACK) do

2 if © = y—left then

3 w = y—rright

4 if w— colour = RED then

5 w— colour ;= BLACK; y— colour ;= RED

6 LEFT-ROTATE(T, y), w := y—>right

/ if (w—left = NIL Or w—left— colour = BLACK) and
(w—right = NIL Or w—right— colour = BLACK)
then

8 w—rcolour ;= RED; x =y

Q else

10 if w—right = NIL Or w—right— colour = BLACK then

11 w—left— colour ;= BLACK

12 w— colour ;= RED

13 RIGHT-ROTATE(T, w); w := y—right

14 w—colour = y— colour; y— colour := BLACK

15 w—rright— colour := BLACK; LEFT-ROTATE(T, y)

16 x = T.root

17 else

o > sama kuin rivit 3. .. 16 paitsi “left” ja “right” vaihtaneet paikkaa
32 Y = y—p
33 z—colour ;= BLACK
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15.2 AVL-puut ja Splay-puut

AVL puu (Adelson-Velsky, Landis mukaan) on binddrinakupuu,
jossa jokaisella solmulla on tasapainokerroin: O, +1, tai -1, kun
fasapainossa.

e kerroin maarAytyy solmun oikean ja vasemman alipuun
korkeuksien erotuksesta.

Kun uuden solmun lisdys tekee AVL-puusta epdatasapainoisen,
puu palautetaan tasapainoiseksi tekemdalld rotaatioita.
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Mahdollisia rotaatioita on nelja:
e Oikedlle

e VVasemmalle

e Kaksois-rotaatio vasen-oikea
e Kaksois-rotaatio oikea-vasen

> A
= A =




COMRCS.300 Tietorakenteet ja algoritmit 1 327

Splay puu on binddrinakupuu, jossa lisdominaisuutena viimeksi
haetut alkiot ovat nopeita hakea uudelleen.

Splay-operaatio suoritetaan solmulle haun yhteydessa. TGma
ns. splay-askelien sekvenssi siirtdd solmun askel askeleelta
Ihemmaksi juurta ja lopulta juureksi.

o /ig-askel:
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¢ Zig-Zig-askel:
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13 Gradfit

Seuraavaksi tutustutaan tietorakenteeseen, jonka

muodostavat pisteet ja niiden vdlille muodostetut yhteydet -
graafiin.

Keskitymme myos tyypillisimpiin fapoihin etsid tietoa graafista
eli graafialgoritmeihin.

Kuva: Flickr, Rachel D
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13.1 Gradfien esittdminen tietokoneessa

Graafi on ohjelmistotekniikassa keskeinen rakenne, joka
koostuu solmuista (verfex, node) ja niitd yhdistavista kaarista
(edge, arc).

Gradafi voi olla suunfaamaton (undirected) tai suunnattu
(directed).

NA A
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Kuva 18: Kuva: Getty Images

e kaaviokuvat voidaan usein gjatella graafeiksi
e asioiden vdlisia suhteita voi usein esittad graafeina
e moneft fehtavat voidaan palauttaa graafitehtdviksi
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Kuva 19: Kuva: Wikimedia Commons, User.Jpatokall
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Kuva 21: Kuva: Flickr, Andy Lamb
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Matematiikassa graafi G iimoitetaan usein parina G = (V, F).
e |V = solmujen joukko
e I/ = kaarien joukko

¢ 1AIlOIN samojen solmujen valilla saa yleensd olla vain yksi
kaari molempiin suuntiin
- aina tama ei kuitenkaan kaytanndn sovelluksessa riita

- esimerkiksi juna-aikatauluja esittavassa graafissa
kaupunkien valilld on yleensd useampia vuoroja

- tallaista graafia kutsutaan monigraafiksi (multigraph)

i

i} . . - I
BERIEE RN =L
p.:_hr_hr_hn_hn_l.cjl.cjl.t_ht._l.c._(

ki
TR T

£y

Kuva: HSL
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¢ jOs solmujen valilla sallitaan vain yksi kaari suuntaansa =
ECV?
- suunnatulla gradfilla | E| voi vaihdella valilla O, . . ., V|2

- laskettaessa graafialgoritmien suoritusaikoja oletamme
taman

Graafialgoritmin suoritfuskyky ilmoitetaan yleensa sekd |V]:n

etta | E|:n funktiona

- helppouden vuoksi jatadmme itseisarvomerkit pois
kertaluokkamerkintojen sisalla ts. O(V E) = O(|V| - |E])
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Graafin esittdmiseen tietokoneessa on kaksi

perusmenetelmad kytkentdlista (adjacency list) ja
kytkentamatriisi (adjacency matrix).

Naistd kahdesta kytkentdlistaesitys on yleisempi, ja talld
kurssilla keskitytadn siihen.

e Solmut on talletettu johonkin tietorakenteeseen (valittu
fietorakenne riippuu siitd, mitd oheisdataa solmut sisaltavat,
miten niitd pitdd pystyd hakemaan, lisddmdadn jne.)

e Yksinkertaisimmillaan jokaisessa solmussa on fietforakenne,
jossa on tallessa mihin solmuihin tastd solmusta on kaari.

- Valittu tietorakenne riippuu siitQ, paljonko kaaria
arvellaan olevan, lisatadnkd/poistetaanko niitd jatkuvasti,
taytyyko fiettya kaarta pystyd hakemaan nopeasti jne.)

- Tieto kohdesolmusta voidaan tallettaa osoittimena,

solmun indeksind (jos solmut indeksoitavassa
fietorakenteessa) tTms.

- Solmujen jarjestykselld kytkentdlistassa ei yleensa ole valid
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e Graafin kytkentdlistojen yh-

teiskoko on ove 9'

- |E|, jos graafi on suunnat- (@) (2535 9%9
Ig,o 2r-T|]/CE}]T,CJ)cr)]s graafi on suun- Bl @

. . Tl 1 i

= kytkentdlistaesityksen i{ B +H .
muistin kulutus on s 0LI~Ela~Blr 5[] ‘@3*
O(max(V, E)) = O(V + E) IRTEIER RERIIE

e Tiedon “onko kaarta solmusta v solmuun «” haku edellyttad
yhden kytkentdlistan IGpi selaamista mika vie hitaimmillaan
aikaa (V) (ellei solmusta IGhtevid kaaria talleteta johonkin
fietorakenteeseen, josta niistG pystytddn nopeasti
hakemaan kohdekaaren perusteella)

e JOs kaari on painotettu tai siinen liittyy oheisdataa, taytyy
kaaresta tallettaa kohdesolmun lisaksi myos oheisdata
(esim. struct, jossa kohdesolmu ja oheisdata)

e Joskus on tarpeen tallettaa myds tieto solmuun fulevista
kaarista samaan tapaan (esim. solmujen ja kaarien
poistamisen helpottamiseksi)
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Kytkentamatriisiesityksen avulla edelliseen kysymykseen
pystytadn vastaamaan helposti.

e kytkentamatriisi on |V| x |V| -maitriisi A, jonka alkio a;; on
-0, jos solmusta i ei ole kaarta solmuun j
- 1, jos solmusta ¢ on kaari solmuun j

o edellisen esimerkin graafien kytkentadmatriisit ovat

12345 12345
110101 1 101010
210010 2101000
3100000 3100000
4/1 1 00 1 4/0 1 00 1
5/1 0010 5/1 0010
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e muistin kulutus on aina 6(V?)

- jokainen alkio tarvitsee vain bifin muistia, joten useita
alkioita voidaan fallettaa yhteen sanaan = vakiokerroin
saadaan aika pieneksi

o kytkentamartriisiesitysta kannattaa kayttad lahinnd vain
hyvin tiheiden graafien yhteydessa.
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Tarkastellaan farkemmin kytkentdlistaesitystavan toteutusta:

e kAytannon sovelluksissa solmuun kertyy usein monenlaista
tehtavan tai algoritmin vaatimaa tietoa
- Nimi
- bitti, joka kertoo, onko solmussa kayty

— 0soitin, joka kertoo, mistd solmusta tahan solmuun viimeksi
tultiin

= solmusta kannattaa tehdad itsendinen alkio, jossa on
tarpeelliset kentat

¢ yVleensd sama patee myos kaariin



COMRCS.300 Tietorakenteet ja algoritmit 1

e pAdperiaate:

- talleta jokainen asia yhteen kertaan
- ota kayttoon osoittimet, joilla voit helposti kulkea

haluamiisi suuntiin
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13.2 Yleista gradfialgoritmeista
Kasitteita:
e askel = siirfyminen solmusta toiseen yhtd kaarta pitkin

- suunnatussa graafissa askel on otettava kaaren suuntaan

e solmun vy efaisyys (distance) solmusta v; on lyhimman v;:sta
vo:een vievan polun pituus.
— jokaisen solmun etdisyys itsestddn on O
- merkitdan 6(vy, vo)
- suunnatussa graafissa on mahdollista (ja tavallista), etta
d(v1,v2) # 0(v9, V1)
- jos vy:stQ ei ole polkua vy:een, Niin §(vy, v9) = 0o
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Algoritmien ymmartdmisen helpottamiseksi annamme usein
solmuille vAarit.

¢ valkoinen = solmua ei ole vield |oydetty
e harmaa = solmu on I0ydetty, mutta ei loppuun kdsitelty
e Musta = solmu on Ibydetty ja loppuun kasitelty

¢ solmun vari muuttuu jarjestyksessa valkoinen — harmaa —
musta

e varikoodaus on lahinnd gjattelun apuvdline, eika sita
valttamatta tarvitse toteuttaa taysin, yleensa riittadd fietaaq,
onko solmu [oydetty vai ei.

- usein tamakin informaatio on padteltdvissG nopeasti
muista kenftista
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Monet graafialgoritmit perustuvat graafin tai sen osan
|Gpikayntiin tietyssa jarjestyksessq.,

e peruslapikayntijarjestyksia on kaksi, leveyteen ensin -naku
(BFS) ja syvyyteen ensin -haku (DFS).

¢ |Gpikaynnilla tarkoitetaan algoritmia, jossa
- kAyddan kerran graafin tai sen osan jokaisessa solmussa
- kuljetaan kerran graafin fai sen osan jokainen kaari

Hakualgoritmit kayttavat Iahtokohtana jotain annettua graafin
solmua, Iahfosolmua (source) ja etsivat kaikki ne solmut, joihin
padsee [ahtosolmusta nollalla tai useammalla askeleella.
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13.3 Leveyteen ensin -haku (breadth-first)

Leveyteen ensin -nakua voi kayttad esimerkiksi
e kaikkien solmujen etdisyyden maarittdmiseen Iahtosolmusta

e (yhden) lyhimmdan polun [0ytdmiseen [Ghtosolmusta
jokaiseen solmuun

Leveyteen ensin -nhaun nimi tulee siita, ettd se tutkii tutkitun ja
tuntemattoman graafin osan valista rajapintaa koko ajan
koko sen leveydeltd.

Solmujen kentat:

e v—d =jOs solmu v on loydetty niin sen etdisyys s:tG, muutoin
o

e v—7 = 0SOItin solmuun, josta haku ensi kerran tuli v:hen,
IOytamMattomille solmuille NIL

e v—colour = solmun v vari
e v—Adj = solmun v naapurisolmujen joukko
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Algoritmin kayttadma tietorakenne Q on jono (houdattaa

FIFO-jonokuria).
BFS(s) (algoritmi saa parametrinaan aloifussolmun s)
1 > alussa kaikkien solmujen kentdt ovat arvoiltaan colour = WHITE, d = oo, m = NIL
2 s—colour ;= GRAY (merkitadan alkutila I6ydetyksi)
3 s—d:=0 (etaisyys alkutilasta alkutilaan on 0)
4 PUSH(Q, s) (tybnnetaan alkutila jonoon)
5 while @ # () do (foistetaan niin kauan kun filoja riiftaa)
6 u = POP(Q) (vedetfadn jonosta seuraava ftila)
/ foreach v € u—Ad; do (kaydaan uw:n naapurit IGapi)
8 if v— colour = WHITE then (jos solmua ei ole viela Ibydetty ...)
Q v—colour := GRAY (... merkitaan se I6ydetyksi)
10 v—d = u—d+1 (kasvatetaan etaisyytta yhdelld)
11 VT = U (filaan v tultiin tilan u kautta)
12 PUSH(Q, v) (tybnnetaan ftila jonoon odottamaan kasittelyQ)
13 u— colour ;= BLACK (merkitadn tila u kasitellyksi)

Kaikkia algoritmin kayttamia solmun kenfttia ei valttamatta
kAytadnndn tfoteutuksessa tarvita, vaan osan arvoista voi
paadtella toisistaan.



COMRCS.300 Tietorakenteet ja algoritmit 1 283

Alla olevassa kuvassa graafin solmuf on numeroitu siind
jarjestyksessq, jossa BFS [6ytad ne. Solmujen etdisyys alkutilasta
on merkitty solmun viereen ja haun kulkureitti turnmennettu.

/C\z Q
L

oRC
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Suoritusaika solmujen (V) ja kaarien (£) maadrien avulla
Imaistuna:

e ennen algoritmin kutsumista solmut pitadd alustaa
— jarkevassa ratkaisussa tadma on tehtavissd ajassa O(V)
e rivilla 7 algoritmi selaa solmun [ahtokaaret

- onnistuu kayttadmalldmme kytkentdlistaesitykselld solmun
kaarien maaraddn nadhden lineaarisessa ajassa

e kukin jono-operaatio vie vakiomadrdn aikaa
e while-silmukan kierrosten maard

- vain valkoisia solmuja laitetaan jonoon
- samalla solmun vari muuttfuu harmaaksi
= kukin solmu voi menna jonoon korkeintaan kerran

= while-silmukka pyorahtaad siis korkeintaan O(V) maadrdn
kertoja
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e for-silmukan kierrosten madard

- algoritmi kulkee jokaisen kaaren korkeintaan kerran
mMolempiin suunftiin

= for-silmukka kdyddaan Iapi yhteensa korkeintfaan O(F)
kertaa

= koko algoritmin suoritusaika on siis O(V + FE)
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Algoritmin lopetettua w-osoittimet madadrittelevat puun, joka
sisAltad 10ydetyt solmut, ja jonka juurena on Idhtésolmu s.

e leveyfeen ensin -puu (breadfth-first free)
e 1-0SOiffimet madradvat puun kaaret “takaperin”®

- osoiffavaft juurta kohti
- v—m = v:N edeltgja (predecessor) eli isa (parent)

e kaikki Ihtosolmusta saavutettavissa olevat solmut kuuluvat
puuhun

e puun polut ovat manhdollisimman lyhyita polkuja s:sta
|IOydettyihin solmuinin
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Lyhimman polun tulostaminen

e kun BFS on asettanut r-osoittimet kohdalleen, lyhin polku
|ahtdsolmusta s solmuun v voidaan tulostaa seuraavasti:

PRINT-PATH(G, s, v)

1 ifv=sthen (rekursion pohjatapaus)

2 print s

3 elseif v—7 = NIL then (haku ei ole saavuttanut solmua v lainkaan)
4 print “ei polkua”

5 else

6 PRINT-PATH(G, s, v—) (rekursiokutsu .. .)

/ print v (...jonka jdlkeen suoritetaan fulostus)

e ei-rekursiivisen version voi tehdd esim.

- kokoamalla solmujen numerot taulukkoon kulkemalla
m-0Soiffimia pitkin, ja tulostamalla taulukon sisallon
takaperin

- kulkemalla polku kahdesti, ja kadantamalla r-osoiffimet
takaperin kummallakin kertaa (jalkimmadinen kadnnaos e
tfarpeen, jos m-osoittimet saa turmella)
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13.4 Syvyyteen ensin -haku (depth-first)
Syvyyteen ensin -haku on toinen peruslapikayntijarjestyksista.

SiinG missa leveyteen ensin -haku tutkii koko hakurintamaa sen
koko leveydeltd, syvyyteen ensin -hnaku menee yhta polkua
eteen padin niin kauan kuin se on mahdoallista.

e polkuun hyvaksytaddn vain solmuja, joita ei ole aiemmin
nahty

e kun algoritmi ei endd pddse eteenpdin, se peruuttaa juuri
sen verran kuin on farpeen uuden etenemisreitin
IGytamiseksi, ja IGhtee sitd pitkin

e algoritmi lopettaa, kun se peruuttaa vimeisen kerran
takaisin [Ghtdsolmuun, eikd [6ydd endad sieltdkadn
tutkimmattomia kaaria

Algoritmi muistutfaa huomattavasti leveyteen ensin -haun
pseudokoodia.
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Merkittavid eroja on oikeastaan vain muutama:

e jonon sijasta kdsittelyvuoroaan odottavat filat talletetaan
pinoon

e algoritmi ei Ioydda lyhimpid polkuja, vaan ainoastaan jonkin
polun

- tasta syysta esimerkkipseudokoodia on yksinkertaistettu
jattamalla w-kentdat pois

Algoritmin kayttadma tietorakenne S on pino (noudattaa
LIFO-jonokuria).
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DFS(s) (algoritmi saa paramefrinaan aloifussolmun s)
1 alussa kaikkien (kasittelemdattomien) solmujen varikenttd colour = WHITE
2 PUSH(S, s) (tyonnetaan alkutila pinoon)
3 while S +# () do (Jatketaan niin kauan kun pinossa on favaraaq)
4 u = POP(S) (vedetadn pinosta viimeisin sinne lisatty fila)
5 if u— colour = WHITE then (jos solmua ei ole viela kasitelty .. .)
6 u— colour := GRAY (merkitaan tila kasittelyssa olevaksi)
/ PUSH(S, u) (tyonnetaan faas pinoon (mustaksi varjays))
8 foreach v € u—Adj do (kaydaan u:n naapurit Iapi)
Q if v— colour = WHITE then (jos solmua ei ole vield kasitelty . . . )
10 PUSH(S, v) (... tybnnetddan se pinoon odottamaan kasittelyd
11 else if v—colour = GRAY then  (harmaa solmu! Sykli IGytynyt! ... )
12 27?777 (kasittele sykli, jos se kiinnostaa)
13 else
14 u—colour = BLACK (kaikki lapset kasitelty, solmu on valmis)

Jos halutaan tutkia koko graafi, voidaan kufsua syvyyteen
ensin -hakua kertaalleen kaikista vield tutkimattomista
solmuista.

e 1AIlIOIN solmuja ei varitetd valkoisiksi kutsukertojen valilld
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Rivin 5 peradn voitaisi lisatd operaatio, joka kaikille graafin
alkioille halutaan tehdd. Voidaan esimerkiksi

e tutkia onko fila maailitila, ja lopettaa jos on

e Offaa talteen solmuun liittyvad oheisdataa

e Mmuokata solmuun liittyvad oheisdataa

291
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Suoritusaika voidaan laskea samoin kuin leveyteen ensin -naun
yhteydessa:

e ennen algoritmin kutsumista solmut pitad alustaa
- jarkevassa ratkaisussa tadma on tehtavissd ajassa O(V)
e rivilla 6 algoritmi selaa solmun [ahtokaaret

- onnistuu kayttadmalldmme kytkentdlistaesitykselld solmun
kaarien maaraddn nahden lineaarisessa ajassa

e kukin pino-operaatio vie vakiomadran aikaa
¢ While-siimukan kierrosten madara

- vain valkoisia solmuja laitetaan pinoon
- samalla solmun vari muuttuu harmaaksi
= kukin solmu voi mennd pinoon korkeintaan kerran

= while-silmukka pyorahtaad siis korkeintaan O(V) maadran
kertoja
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e for-silmukan kierrosten madard

- algoritmi kulkee jokaisen kaaren korkeintaan kerran
mMolempiin suunftiin

= for-silmukka kdyddaan Iapi yhteensa korkeintfaan O(F)
kertaa

= koko algoritmin suoritusaika on siis O(V + FE)
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204

DFS on myos mahdollista toteuttaa rekursiivisesti, jolloin
algoritmin pinona toimii funktioiden kutsupino.

e Rekursiivinen versio on itse asiassa jonkin verran

o (Keksitkd, miksi?)

yksinkertaisempi kuin iteratiivinen versio!

Huom! Ennen algoritmin kutsumista kaikki solmut tulee alustaa
valkoisiksi!

DFS(u)

1
2
3

4
S
6
/

u—colour ;= GRAY
foreach v € u—Adj do
if v— colour = WHITE then
DFS(v)
else if v— colour = GRAY then
> silmukka on 1&ytynyt
u— colour := BLACK

(merkitadn tila Ioydetyksi)

(kaydaan kaikki w:n naapurit Iapi)

(Jos ei olla viela kayty v:ssa. . .)

(... jatketaan etsintad rekursiivisesti tilasta v)
(jos on jo kayty, muttei loppuun kasitelty ...)
(...silmukka on I6ytynyt)

(merkitadn tila kasitellyksi)



COMRCS.300 Tietorakenteet ja algoritmit 1 295

Suoritusaika:

e rekursiivinen kutsu tehdddn ainoastaan valkoisille solmuille

e funktion alussa solmu varitetddn harmaaksi
= DFS:Qa kutsutaan korkeintaan O(V) kertaa
e kuten aiemmassakin versiossa for-siimukka kiertad

korkeintaan kaksi kierrosta kutakin graafin kaarta kohden
koko algoritmin suorituksen aikana

= slis for-silmukan kierroksia tulee korkeintfaan O(FE)
kappaletta

e Muut operaatioista ovat vakioaikaisia
= koko algoritmin suoritusaika on edelleen O(V + F)
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Leveyteen ensin -haku vai syvyyteen ensin -haku:

e [yhimmdan polun etsimiseen taytyy kayttad leveyteen ensin
-hakua

e jos graafin esittdma tilavaruus on hyvin suuri, kayttad
leveyteen ensin -haku yleensa huomattavasti enemman
muistia

- syvyyteen ensin -haun pinon koko pysyy yleensd
pienempanad kuin leveyteen ensin -haun jonon koko

- useissa sovelluksissa esimerkiksi tekodlyn alalla jonon koko
estad leveyteen ensin -naun kayton

e mikali graafin koko on ddreton, ongelmaksi nousee se, etftel
syvyyteen ensin -haku valttadmatta 10ydad ikind maalitilaq,
eikd edes lopeta ennen kuin muisti loppuu

- ndin tapahtuu, jos algoritmi [dhtee tutkimaan
hedelmatontd adrettoman pitkdd haaraa

- 1ata ongelmaa ei kuitenkaan esiinny aadrellisten graafien
yhteydessa
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¢ syvyyteen ensin -naun avulla voi ratkaista joitakin
monimutkaisempia ongelmia, kuten graafin siimukoiden
etsinta

- harmaat solmut muodostavat [Ghtosolmusta nykyiseen
solmuun vievan polun

- mustista solmuista pdadsee vain mustiin ja harmaisiin
solmuihin

= jos nykyisesta solmusta padsee harmaaseen solmuun,
niin graafissa on silmukka
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14 Lyhimmat painotetut polut

BFS I6ytad lyhimman polun Iahtosolmusta graafin
saavutettaviin solmuihin.

Se ei kuitenkaan endd suoriudu tehtavastq, jos kaarien [Qpi
kulkeminen maksaa askelta enemman.

Tassa luvussa kasitellemme lyhimpien painotettujen polkujen
etsintad gradfista, jonka kaaripainot ovat positiivisia ja voivat
poiketa ykkosesta.

e Nnegatiivisten kaaripainojen hallitfsemiseen tarvitaan
monimutkaisempia algoritmeja, esimerkiksi Bellman-Ford
algoritmi
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14.1 Lyhin polku

Graafin kaarilla voi olla ominaisuus nimelta paino(weight).

e PAINO voi edustaa vaikkapa reitin pituutta tai tilasiirtyman
kustannusta

e Graadfin G = (V, E) painofunktfio w : £ — R kaarilta
readlilukupainoille

e Polun p = (v, vy, ..., vx) PAINO w(p) ON sen Mmuodostavien
kaarten painojen summa w(p) = S°F  w(v,_1, v;).

Madritelma: lyhimman polun paino §(u, v):

5w, v) = 4 MNw(p) % v} jos on polkuu:sta v:hen,
| o0 muuten.

ja siten lyhin polku u:sta v:hen mikd tfahansa polku p, jolle
w(p) = d(u,v)
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Tama mutkistaa lyhimman reitin etsintGd merkittavasti.

¢ [yhin reitti on se [dhtosolmusta etsittyyn solmuun kulkeva
polku, jonka kaarien painojen summa on mahdollisimman
pieni

e jOs jokaisen kaaren paino on 1, fehtava voidaan ratkaista

kaymalla lahtosolmusta saavutettavissa oleva graafin osa
IQpi leveyteen ensin -jarjestyksessa

¢ jOS painot saattavat olla < 0, voi olla, ettd tehtavadn ei ole
ratkaisua, vaikka polkuja olisi olemassakin

- jos graafissa on silmukka, jonka kaaripainojen summa on
negatiivinen saadaan mielivaltaisen pieni painojen
summa kiertadmdalla siimukkaa tarpeeksi monta kertaa
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14.2 Dijkstran algoritmi

suunnatun, painotetun graafin G = (V, E), jossa kaaripainot
ovat ei-negatiivisia, lynimmat painotetut polut IGhtésolmusta
voi etsia Dijkstran algoritmilla.

e ctsii lynimmat polut [Ghtdsolmusta s kaikkiin saavutettaviin
solmuihin, painoftaen kaarien pituuksia w:n mukaan

¢ valitsee joka tilanteessa tutkittavakseen lyhimman polun,
jota se ei ole vield tutkinut

=- $€ on siis ahne algoritmi
e olefus: w(u,v) > 0V(u,v) € E
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DIJKSTRA(s, w) (algoritmi saa paramefrinaan aloifussolmun s)
1 > alussa kaikkien solmujen kentat ovat arvoiltaan colour = WHITE, d = oo, m = NIL
2 s—colour ;= GRAY (merkitaan alkutila I6ydetyksi)
3 s—d:=0 (etaisyys alkutilasta alkutilaan on 0)
4 PUSH(Q, s) (tybnnetaan alkutila prioriteettiionoon)
5 while Q # () do (jatketaan niin kauan kun solmuja riittaa)
6 u = EXTRACT-MIN(Q) (ofetaan prioriteettijonosta seuraava fila)
7/ foreach v € u—Adj do (kaydadn u:n naapurit Iapi)
8 if v— colour = WHITE then (jos solmussa ei ole kayty ...)
Q v—colour ;= GRAY (... merkitdan se Ioydetyksi)
10 PUSH(Q, v) (tybnnetaan ftila jonoon odottamaan kasittelyd)
11 RELAX(u, v, w)
12 u—colour ;= BLACK (merkitaan ftila v kasitellyksi)

RELAX(u, v, w)

1 ifv—d>u—d+ w(u,v) then (Jjos Ioydettiin uusi lyhyempi reitti tilaan v...)

2 v—d = u—d + w(u,v) (...pienennetadn v:n etdisyytta lahtosolmusta)
3 V=T = U (merkitaan, etta v:n tultiin uw:stQ)
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Algoritmin kayttadma tietorakenne Q on prioriteettijono
(luentomonisteen kohta 3.2).

w SiIsAltad kaikkien kaarien painot,

Dijkstran algoritmi kayttad apufunktiota RELAX

e kaaren (u, v) relaksointi (relaxation) testaa, voiko lyhinta
1Oydettyd v:hen vievad polkua parantaa reitittdmalld sen
loppupdd u:n kautta, ja tarvittaessa tekee niin

Muilta osin algoritmi muistutfaa huomattavasti leveyteen ensin
-nakua.

e s [Oytad lynimmat polut kasvavan pituuden mukaisessa
jarjestyksessa

e kun solmu « otetaan @:sta, sen painotettu etdisyys s:sta
varmistuu u—d:ksi

- jos prioriteettijonosta oteftu tila on maalifila, voidaan
algoritmin suoritus lopettaa saman fien
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Alla olevassa kuvassa nahddaan Dijkstran algoritmi tilanteessa,
jossa mustalla ympyroidyt solmut on kdasitelty.

Alkutila
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Suoritusaika:

e while-siimukka kay enintadn O(V') kierrosta ja for-silmukka
yhteensd enintGdn O(FE) kierrosta

e prioriteettijonon voi toteuttaa tehokkaasti keon avulla fai
vahemman tehokkaasti listan avulla

kekototeutukselldistatoteutuksella:

rivi 4: (1) O(1) (tyhjadn tietorakenteeseen lisGaminen)

rivi 5: ©(1) O(1) (onko prioriteettijono tyhja)

rvi6: O(lgV) O(V) (Extract-Min)

rivi 10: ©(1) O(1) (valkoisen solmun prioriteetti on dareton,
joten sen oikea paikka on keon lopussa)

rivi11: O(lgV)  O(1) (relaksoinnissa solmun prioriteetti voi muuttua)

o kQytettdessa kekototeutusta jokaisella while- ja for-silmukan
kierroksella suoritetaan yksi O(lg V') aikaa kuluttava
operaatio

= algoritmin suoritusaika on O((V + E)1gV)
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14.3 A*-algoritmi

Dijkstran algoritmi etsi lynimmman painotetun reitin
kartoittamalla solmuja lyhimmasta reitistd alkaen reitin
pituusjarjestyksessd. Eli: Dijkstra kayttad hyvakseen vain jo
kuljetuista kaarista saatavaa fietoaq.

A*-algoritmi fehostaa tata lisaamalla heuristiikan (=oletuksen)
lyhimmastd mahdollisesta etdisyydestd maaliin. (Esim.
maantiereitin haussa etdisyys linnuntietd).

e cfsii lyhimman painoftetun polun IGhtosolmusta s annetftuun
madalisolmuun g. Ei kartoita lyhinta reittia kaikkiin solmuinin
(kuten Dijkstra), vain maalisolmuun.

e edellyttaq, efta painot ovat ei-negatiivisia (kuten Dijkstrakin)

e cdellyttad, ettd jokaiselle solmulle voidaan laskea sen
minimietdisyys maalista (ts. [oytynyt Iyhin reifti ei voi olla
lyhempl).

e valitsee joka tilanteessa tutkittavakseen ei-tutkitun solmun,
jossa (lyhin etdisyys IGhddstd solmuun + arvioitu
minimietaisyys maaliin) on pienin.
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Ainoa ero A*:n ja Dijkstran valilla on relaksointi (ja se, etta A*
kannatftaa lopettaa heti maalisoimun 10ydyttyQ, koska se ei
kartoita lyhimpid etdisyyksia kaikkiin solmuihin).

RELAX-A™(u, v, w)

1 ifv—d>u—d+ w(u,v) then (jos I16ydettiin uusi lyhyempi reitti filaan v...)
2 v—d == u—d + w(u,v) (...uusi pituus tahan saakka...)

3 v—de 1= v—d + min_est(v, g) (...Ja minimiarvio koko reitistd)

4 VT = U (merkitaan, efta v:n tultiin w:sta)

A*:n kayttGmassa prioriteettijonossa kaytetaddn prioriteettina
koko reitin pituusarviota v—de.

(Dijkstran algoritmi on A*:n erikoistapaus, jossa min_est(a, b) on
aina 0.)
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14.4 Kevyin virittava puu

Graafin G = (V, E) kevyin virittGva puu on sen asyklinen
aligraafi, joka yhdistad kaikki graafin solmut niin, etta aligraafin
kaarien painojen summa on pienin mahdollinen.

Puun 16ytamiseksi on kaksi algoritmia: Primin ja Kruskalin

Prim muistuttaa Dijkstran algoritmin kun faas Kruskal [Ghestyy
ongelmaa luomalla metsdn, jossa on puu jokaiselle puulle ja
sitten yhdistamalla nGita puuksi



